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ВСТУПЛЕНИЕ

Олимпиады по геометрии проводятся начиная с 2005

года, в память об известном математике и педагоге Игоре
Федоровиче Шарыгине (1937-2004). В оргкомитет и жюри олимпиады

входят известные ученые, педагоги, энтузиасты математического

просвещения из разных российских регионов, в том числе

сотрудники и постоянные авторы журнала «Квант» Н.П.Долбилин,

В.И.Голубев, В.Ю.Протасов, П.А.Кожевников, И.И.Богданов, Б.Р.Френ-
кин и др.

Олимпиада состоит из двух туров: заочного и финального. В

заочном туре, задачи которого публикуются в газете «Математика»,

журнале «Математика в школе», а также на сайтах www.mccme.ru

и www.geometry.ru, могут принимать участие все желающие

школьники. Победители заочного тура
-

учащиеся 8-10 классов
-

приглашаются на финал. Кроме того, к участию в финальном туре

допускаются победители региональных геометрических олимпиад.
Финальный тур проводится в устной форме.

К настоящему времени состоялось пять олимпиад имени

И.Ф.Шарыгина. Заочные туры этих олимпиад проходили в 2005-

2009 годах с января по май. Финальный тур Первой олимпиады

прошел в Москве в сентябре 2005 года. В дальнейшем финальные
туры проводились в конце июля

-

начале августа в Дубне. Начиная

с Четвертой олимпиады финальные туры стали проводиться в два

дня, в течение которых школьникам каждого класса предлагается по

8 задач. Кроме этого, во время финального тура для школьников

организуются лекции известных математиков, различные
спортивные и культурные мероприятия.

Следует отметить, что если на первых олимпиадах контингент

участников ограничивался гражданами России и некоторых стран
СНГ, то впоследствии в заочных, а затем и финальных турах стали

участвовать и школьники из дальнего зарубежья. Кроме того, на

последних олимпиадах в состав жюри и в число авторов задач вошли

победители и призеры предыдущих олимпиад Е.Авксентьев, Н.Гон-

чарук, М.Козачок, М.Илюхина, Ф.Нилов, Ф.Ивлев, К.Савенков,
C.Pohoata (Румыния).

В эту книгу включены все задачи заочных и финальных туров
олимпиад имени И.Ф.Шарыгина 2005-2009 годов. Автор

благодарит Н.Белухова (Болгария), И.И.Богданова и А.Г.Мякишева,
написавших и проиллюстрировавших часть решений, а также

А.Д.Блинкова, Б.Р.Френкина и Д.В.Прокопенко, регулярно
проверявших и исправлявших материалы олимпиад.



ПЕРВАЯ ОЛИМПИАДА (2005)

Заочный тур

1. Хорды АС и BD окружности пересекаются в

точке Р. Перпендикуляры к АС и BD в точках С и D,
соответственно, пересекаются в точке Q. Докажите, что прямые АВ и

PQ перпендикулярны.
А.Заславский

2. Разрежьте крест, составленный из пяти одинаковых

квадратов, на три многоугольника, равных по площади и периметру.
Л.Емельянов

3. Дана окружность и точка К внутри нее. Произвольная
окружность, равная данной и проходящая через точку К, имеет

с данной окружностью общую хорду. Найдите геометрическое
место середин этих хорд.

В.Протасов

4. При каком наименьшем п существует выпуклый п-уголь-

ник, у которого синусы всех углов равны, а длины всех сторон

различны?
Б. Френкин

5. Имеются две параллельные прямые рх и р2. Точки АиВ

лежат на рх, а С на р2. Будем перемещать отрезок ВС

параллельно самому себе и рассмотрим все треугольники ABC,
полученные таким образом. Найдите геометрическое место

точек, являющихся в этих треугольниках: а) точками пересечения

высот; б) точками пересечения медиан; в) центрами описанных

окружностей.
А.Мякишев

6. Сторону АВ треугольника ABC разделили на п равных
частей (точки деления Во = А, Вх, В2, ..., Вп = Б), а сторону
АС этого треугольника разделили на п + 1 равных частей (точки

деления Со =Л, Ct , С2,..., Ся+1 =С). Закрасили треугольники

QB,-Q+1. Какая часть площади треугольника закрашена?
А.Хачатурян

7. Две окружности с радиусами 1 и 2 имеют общий центр в

точке О. Вершина А правильного треугольника ABC лежит на
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большей окружности, а середина стороны ВС на меньшей. Чему
может быть равен угол ВОС?

В. Протасов

8. Вокруг выпуклого четырехугольника ABCD описаны три

прямоугольника. Известно, что два из этих прямоугольников
являются квадратами. Верно ли, что и третий обязательно
является квадратом? (Прямоугольник описан около

четырехугольника ABCD, если на каждой стороне прямоугольника
лежит по одной вершине четырехугольника).

Д. Терёшин

9. Пусть О -

центр правильного треугольника ABC. Из

произвольной точки Р плоскости опустили перпендикуляры на

стороны треугольника или их продолжения. Обозначим через
М точку пересечения медиан треугольника с вершинами в

основаниях перпендикуляров. Докажите, что М -

середина

отрезка РО.

А.Мякишев

10. Разрежьте неравносторонний треугольник на четыре

подобных треугольника, среди которых не все одинаковы.

Т.Емельянова

11. Квадрат разрезали на п прямоугольников со сторюнами

а{ х Ъ{ fi=l, ..., п. При каком наименьшем п в наборе ах,...,ап ,

bx,...,bn все числа могут оказаться различными?
Л.Емельянов

12. Постройте четырехугольник по заданным сторонам а, Ь,
с и d и расстоянию / между серединами его диагоналей.

В. Смирнов

13. Дан треугольник ABC и две прямые 1Х, /2. Через
произвольную точку D на стороне АВ проводится прямая,

параллельная 1Х , пересекающая АС в точке £, и прямая,

параллельная /2 , пересекающая ВС в точке F. Постройте точку

D, для которой отрезок EF имеет наименьшую длину.
А.Заславский

14. Пусть Р -

произвольная точка внутри треугольника ABC.

Обозначим через Ах, Вх и С\ точки пересечения прямыхАР,ВР
и СР соответственно со сторонами ВС, СА и АВ. Упорядочим
площади треугольников АВХСХ, АХВС{, АХВХС , обозначив

меньшую через Sx, среднюю
-

через S2, а большую -

через 53.
6



Докажите, что

где S
-

площадь треугольника АХВХСХ.
Л.Емельянов

15. Дана окружность с центром в начале координат.

Докажите, что найдется окружность меньшего радиуса, на которой
лежит не меньше точек с целыми координатами.

А.Заславский

16. В остроугольном неравностороннем треугольнике
отметили 4 точки: центры вписанной и описанной окружностей, центр
тяжести (точка пересечения медиан) и ортоцентр (точка

пересечения высот). Затем сам треугольник стерли. Оказалось, что

невозможно установить, какому центру соответствует каждая из

отмеченных точек. Найдите углы треугольника.
А.Заславский, Б.Френкин

17. В треугольник ABC вписана окружность, отмечены ее

центр / и точки касания Р, Q, R со сторонами ВС, СА и АВ

соответственно. Одной линейкой постройте точку К, в которой
окружность, проходящая через вершины Б и С, касается

(внутренним образом) вписанной окружности.
А.Мякишев

18. На плоскости даны три прямые 1Х, /2 , /3 , образующие
треугольник, и отмечена точка О -

центр описанной окружности
этого треугольника. Для произвольной точки X плоскости

обозначим через Х{ точку, симметричную точке X относительно

прямой /,.
а) Докажите, что для произвольной точки М прямые,

соединяющие середины отрезков ОХО2 и МХМ2 , О2О3 и М2М3 ,

О3ОХ и М3МХ, пересекаются в одной точке.

б) Где может лежать эта точка пересечения?
В.Протасов

19. Как известно, Луна вращается вокруг Земли. Будем
считать, что Земля и Луна

-

это точки, а Луна вращается вокруг
Земли по круговой орбите с периодом один оборот в месяц.

Летающая тарелка находится в плоскости лунной орбиты. Она

может перемещаться прыжками через Луну и Землю -

из старого
места (точки А) она моментально появляется в новом (в точке

А' ) так, что в середине отрезка АА' находится или Луна, или



Земля. Между прыжками летающая тарелка неподвижно висит

в космическом пространстве.
а) Определите, какое минимальное количество прыжков

потребуется летающей тарелке, чтобы допрыгнуть из любой

точки внутри лунной орбиты до любой другой точки внутри

лунной орбиты.
б) Докажите, что летающая тарелка, используя

неограниченное количество прыжков, может допрыгнуть из любой точки

внутри лунной орбиты до любой другой точки внутри лунной
орбиты за любой промежуток времени, например, за секунду.

А.Тарасов

20. Пусть / - центр сферы, вписанной в тетраэдр ABCD, А7,

Б7, С ,
D' -

центры сфер, описанных около тетраэдров IBCD,
ICDA, IDBA, IABC соответственно. Докажите, что сфера,
описанная около АВCD, целиком лежит внутри сферы,
описанной около A'B'C'D'.

А.Заславский

21. Планета «Тетраинкогнито», покрытая «океаном», имеет

форму правильного тетраэдра с ребром 900 км. Какую площадь

океана накроет «цунами» через 2 часа после тетратрясения с

эпицентром в

а) центре грани;
б) середине ребра,

если скорость распространения цунами 300 км/ч?
Н.Долбилин

22. К граням тетраэдра восставлены перпендикуляры в их

центрах тяжести (точках пересечения медиан). Докажите, что

проекции трех перпендикуляров на четвертую грань
пересекаются в одной точке.

В. Босс

23. Оклейте куб в один слой пятью равновеликими
выпуклыми пятиугольниками.

Л. и Т. Емельяновы

24. Дан треугольник, все углы которого меньше <р, где

Ф < —
. Докажите, что в пространстве существует точка, из

которой все стороны треугольника видны под углом <р.
В. Сендеров



Финальный тур

9 класс

1. Четырехугольник ABCD вписан в окружность,

центр О которой лежит внутри него. Докажите, что если

ZBAO = ZDAC j то диагонали четырехугольника

перпендикулярны.
А.Заславский

2. Найдите все равнобедренные треугольники, которые нельзя

разрезать на три равнобедренных треугольника с одинаковыми

боковыми сторонами.
Л.Емельянов

3. Дана окружность и точки Л, Б на ней. Изобразите
множество середин отрезков, один из концов которых лежит на

одной из дуг АВ, а другой на второй.
И.Шарыгин

4. Пусть Р
-

точка пересечения диагоналей
четырехугольника ABCD, M -

точка пересечения прямых, соединяющих
середины его противоположных сторон, О

-

точка пересечения

серединных перпендикуляров к диагоналям, Н
-

точка пересечения

прямых, соединяющих ортоцентры треугольников APD и ВСР,
АРВ и CPD. Докажите, что М

-

середина ОН.

А.Мякишев

5. Дано, что ни для какой стороны треугольника из

проведенных к ней высоты, биссектрисы и медианы нельзя составить

треугольник. Докажите, что один из углов треугольника больше

135°.
Б. Френкин

10 класс

1. Дан выпуклый четырехугольник без

параллельных сторон. Для каждой тройки его вершин строится точка,

дополняющая эту тройку до параллелограмма, одна из

диагоналей которого совпадает с диагональю четырехугольника.

Докажите, что из четырех построенных точек ровно одна лежит

внутри исходного четырехугольника.
Л.Емельянов

2. Треугольник можно разрезать на три подобных друг другу
треугольника. Доказать, что его можно разрезать на любое число

подобных друг другу треугольников.
А.Шаповалов



3. В окружности с центром О проведены две параллельные

хорды АВ и CD. Окружности с диаметрами АВ и CD

пересекаются в точке Р. Докажите, что середина отрезка ОР

равноудалена от прямых АВ и CD.

А.Заславский

4. На плоскости даны два отрезка АХВХ и А2В2, причем

2 2
= k < 1. На отрезке АХВХ взята точка А3 , а на продолже-

АХВХ
нии этого отрезка за точку А2

-

точка Л4, так что

3 2
=

4 2
= &. Аналогично, на отрезке £t£2 берется точка

, а на продолжении этого отрезка за точку В2
-

точка ВА ,

D D

так что =
. Найдите угол между прямыми А3£3 и

Пайлсу Нидерланды

5. Две окружности радиуса 1 пересекаются в точках X, У,

расстояние между которыми также равно 1. Из точки С одной

окружности проведены касательные СЛ, СВ к другой. Прямая
СВ вторично пересекает первую окружность в точке Л7.

Найдите расстояние АА'.

А.Заславский

6. Пусть Я
-

ортоцентр треугольника ABC, X
-

произвольная
точка. Окружность с диаметром ХН вторично пересекает прямые

ЛЯ, ВН, СН в точках Ах, Вх, Сх , а прямые ЛХ, ЯХ, СХ -

в

точках Л2 , £2 » ^2 • Докажите, что прямые АХА2, £t#2 » CtC2
пересекаются в одной точке.

1. AXiBXtCx
-

середины сторон правильного
треугольника ABC. Три параллельные прямые, проходящие через

АХ,ВХ,СХ, пересекают, соответственно, прямые ВХСХ, СХАХ, АХВХ
в точках Л2,Б2,С2. Докажите, что прямые АА2, ВВ2, СС2
пересекаются в одной точке, лежащей на описанной около

треугольника ABC окружности.
А.Заславский

2. Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Прямые ВС и AD

пересекаются в точке О, причем В лежит на отрезке ОС, и Л -
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на отрезке OD. I -

центр вписанной в треугольник ОАВ

окружности, /
-

центр вневписанной в треугольник OCD

окружности, касающейся стороны CD и продолжения двух

других сторон. Перпендикуляры, опущенные из середины

отрезка // на прямые ВС и AD, пересекают соответствующие стороны
четырехугольника (не продолжения) в точках X и У. Докажите,
что отрезок XY делит периметр четырехугольника ABCD

пополам, причем из всех отрезков с этим свойством и с концами на ВС

и AD XY имеет наименьшую длину.
А.Мякишев

3. Внутри вписанного четырехугольника ABCD существует

точка К, расстояния от которой до сторон ABCD

пропорциональны этим сторонам. Докажите, что К -

точка пересечения

диагоналей ABCD.
А.Заславский

4. В треугольнике ABC ZA = а, ВС = а. Вписанная

окружность касается прямых АВ и АС в точках М и Р. Найдите

длину хорды, высекаемой на прямой МР окружностью с

диаметром ВС.

И.Шарыгин

5. На плоскости дан угол и точка К внутри него. Докажите,
что найдется точка М, обладающая следующим свойством: если

произвольная прямая, проходящая через К, пересекает стороны

угла в точках Л и Б, то МК является биссектрисой угла AMВ.

В.Протасов

6. Сфера, вписанная в тетраэдр ABCD, касается его граней в

точках A\B\C',D'. Отрезки АА' и ВВ' пересекаются, и точка

их пересечения лежит на вписанной сфере. Докажите, что

отрезки СС и DD' тоже пересекаются на вписанной сфере.
И.Богданов



ВТОРАЯ ОЛИМПИАДА (2006)

Заочный тур

1. Две прямые на плоскости, пересекающиеся под

углом 46°, являются осями симметрии фигуры F. Какое

наименьшее число осей симметрии может иметь эта фигура?
В. Смирнов

2. Точки А, В движутся с равными скоростями по двум

равным окружностям. Докажите, что серединные

перпендикуляры к АВ проходят через фиксированную точку.
А.Акопян

3. На карте указаны отрезки трех прямолинейных дорог,
соединяющих три деревни, но сами деревни расположены за

пределами карты. Кроме того, на карте не указана пожарная

часть, находящаяся на равном расстоянии от трех деревень, хотя

место ее расположения находится в пределах карты. Можно ли

найти это место с помощью циркуля и линейки, если проводить

построения только в пределах карты?
Фольклор

4. а) Даны два квадрата ABCD и DEFG, причем точка Е

лежит на отрезке CD, а точки F, G вне квадрата ABCD. Найдите

угол между прямыми АЕ и BF.

б) Даны два правильных пятиугольника OKLMN и OPRST,
причем точка Р лежит на отрезке ON, а точки R, S, Т вне

пятиугольника OKLMN. Найдите угол между прямыми КР и

MS.

А.Горская, И.Богданов

5. а) Сложите квадрат 10x10 из прямоугольной полоски

1x118.

6) Сложите квадрат 10x10 из прямоугольной полоски

1 х (100 + 9>/з) (примерно 1 х 115.58 ).

В обоих пунктах полоску можно сгибать, но не разрывать.

А. Тарасов

6. а) Дан отрезок АВ с точкой С внутри него, являющийся

хордой окружности радиуса R. Впишите в образовавшийся
12



сегмент окружность, которая проходит через точку С и касается

исходной окружности.
6) Дан отрезок АВ с точкой С внутри него, являющейся

точкой касания окружности радиуса г. Проведите через А и В

окружность, касающуюся исходной окружности.

А.Афанасьев

7. Внутри квадрата ABCD взята точка Е, а вне
-

точка F, так

что треугольники ABE и BCF равны. Найдите углы
треугольника ABE, если известно, что отрезок EF равен стороне квадрата,
а угол BFD

- прямой.
Д.Калинин

8. Отрезок АВ делит квадрат на две части, в каждую из

которых можно вписать окружность. Радиусы этих окружностей
равны гх и г2 , причем гх > г2 . Найдите длину АВ.

А.Блинков

9. Пусть прямая L (ос) соединяет точки единичной

окружности, отвечающие углам а и п -2ос- Докажите, что если

а + Р + у
= 2тс, то прямые L (ос), L (Р) и L (у) пересекаются в

одной точке.

А.Капель

10. При каких п правильный n-угольник можно разрезать

непересекающимися диагоналями на п
- 2 равнобедренных (и,

возможно, равносторонних) треугольников?
Б. Френкин

11. В треугольнике ABC точка О -

центр описанной

окружности; А\ В' у
С7 -точки, симметричные Л, В, С относительно

противоположных сторон; Ах, Вх, Сх
-

точки пересечения

прямых: ОА' и ВС, ОВ' иЛС, ОС иАВ. Докажите, что прямые

ААХ f ВВХ, ССХ пересекаются в одной точке.

А.Заславский

12. В треугольнике ABC биссектриса угла А равна полусумме
высоты и медианы, проведенных из вершины А. Докажите, что

если ZA тупой, то АВ = АС.
Б. Френкин

13. Даны две прямые а и 6, а также точки А и В. Точка X

скользит по прямой а, а точка У по прямой 6, так что АХ \\ BY.

Найдите ГМТ пересечения AY с ХВ.

А.Акопян
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14. Дана окружность и не лежащая на ней фиксированная
точка Р. Найдите геометрическое место ортоцентров
треугольников АВР, где АВ

-

диаметр окружности.
А.Заславский

15. Около треугольника ABC описана окружность и в него же

вписана окружность, которая касается сторон ВС, СА, АВ в

точках Ах , Вх, Сх соответственно. Прямая ВХСХ пересекает

прямую ВС в точке Р, а точка М -

середина отрезка РАХ.
Докажите, что отрезки касательных, проведенных из точки М к

вписанной и описанной окружности, равны.

В.Протасов

16. На сторонах треугольника ABC построены во внешнюю

сторону правильные треугольники. Оказалось, что их вершины

образуют правильный треугольник. Верно ли, что исходный

треугольник
-

правильный?
П.Пушкарь

17. В двух окружностях, пересекающихся в точках А и В,
проведены параллельные хорды АХВХ и А2В2. Прямые ААХ и

ВВХ пересекаются в точке X, а прямые АА2 и ВВ2
-

в точке У.

Докажите, что XY || АХВХ.
А.Заславский

18. Через ортоцентр Н треугольника ABC проведены две

перпендикулярные прямые, одна из которых пересекает ВС в

точке X, а другая пересекает АС в точке У. Прямые AZy BZ

параллельны соответственно прямым НХ и HY. Докажите, что

точки X, У, Z лежат на одной прямой.
А.Акопян

19. Через середины сторон треугольника Т проведены

прямые, перпендикулярные биссектрисам противолежащих

углов треугольника. Эти прямые образовали треугольник

Тх. Докажите, что центр описанной около Тх окружности
находится в середине отрезка, образованного центром
вписанной окружности и точкой пересечения высот

треугольника Т.

Л.Емельянов

20. Даны четыре точки Л, Б, С, D. Точки Ах, Вх, Сх , Д
-

ортоцентры треугольников BCD, CDA, DAB, ABC. Точки А2 ,

В2, С2, D2
-

ортоцентры треугольников BXCXDX, CXDXAX,
DXAXBX , АХВХСХ и т.д. Докажите, что все окружности, проходя-
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щие через середины сторон таких треугольников, пересекаются

в одной точке.

А.Заславский

21. На сторонах АВ, ВС, СА треугольника ABC взяты точки

С , А' у В'. Докажите, что для площадей соответствующих
треугольников выполняется неравенство:

Завс$а'В'с - 4SAB>C>SBC>A>SCA>B>,
причем равенство достигается тогда и только тогда, когда прямые

АА', ВВ', СС пересекаются в одной точке.

А.Заславский

22. Дана окружность, точки Л, Б на ней и точка Р. Пусть X
-

произвольная точка окружности, У -

точка пересечения

прямых АХ и ВР. Найдите геометрическое место центров

окружностей, описанных около треугольников PXY.

А.Заславский

23. Пусть ABCD -

выпуклый четырехугольник, G -

центр
тяжести его как однородной пластины (т.е. точка пересечения

двух прямых, каждая из которых соединяет центроиды

треугольников, имеющих общую диагональ).
а) Пусть около ABCD можно описать окружность с центром

в О. Точку Н определим аналогично G, взяв вместо центроидов

ортоцентры. Докажите, что точки Н, G, О лежат на одной

прямой и HG : GO = 2 : 1.

б) Пусть в ABCD можно вписать окружность с центром в /.

Точкой Нагеля N описанного четырехугольника назовем точку

пересечения двух прямых, каждая из которых проходит через
точки на противоположных сторонах четырехугольника,

симметричные точкам касания вписанной окружности относительно

середин сторон. (Эти прямые делят периметр четырехугольника
пополам). Докажите, что N, G, / лежат на одной прямой, причем
NG : G/ = 2 : 1.

А.Мякишев

24. а) Через фиксированную точку Р внутри данной

окружности проводятся два перпендикулярных луча, пересекающие

окружность в точках А и В. Найдите геометрическое место

проекций Р на прямые АВ.

6) Через фиксированную точку Р внутри данной сферы
проводятся три попарно перпендикулярных луча, пересекающие

сферу в точках Л, Б, С. Найдите геометрическое место проекций
точки Р на плоскости ABC.

Фольклор
15



25. В тетраэдре ABCD двугранные углы при ребрах ВС, CD

и DA равны а , а при остальных ребрах - (} . Найдите отношение

AB/CD.
А.Заславский

26. Даны четыре конуса с общей вершиной и образующей
одинаковой длины (но, возможно, с разными радиусами

оснований). Каждый из них касается двух других. Докажите, что

четыре точки касания окружностей оснований конусов лежат на

одной окружности.
Д. Терёшин

Финальный тур

8 класс

1. Впишите в данный полукруг правильный
треугольник наибольшего периметра.

И.Ященко

2. При каком наименьшем п существует я-угольник,

который можно разрезать на треугольник, четырехугольник, ...

..., 2006-угольник?
Б. Френкин

3. Дан параллелограмм ABCD. Две окружности с центрами
в вершинах An С проходят через D. Прямая / проходит через D

и вторично пересекает окружности в точках X, У. Докажите, что

ВХ = BY.

В.Протасов

4. Две равные окружности пересекаются б точках А и В.

Точка Р -

отличная от А и В точка одной из окружностей, X,
Y -

вторые точки пересечения прямых PAt PB с другой
окружностью. Докажите, что прямая, проходящая через Р и

перпендикулярная АВ, делит одну из дуг XY пополам.

А.Заславский

5. Существует ли выпуклый многоугольник, у которого
каждая сторона равна какой-нибудь диагонали, а каждая

диагональ - какой-нибудь стороне?
В. ТуровиЦу Б. Френкин

6. Дан треугольник ABC и точка Р внутри него. А', В', С
-

проекции Р на прямые ВС, СА, АВ. Докажите, что центр
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окружности, описанной около треугольника А'В'С , лежит

внутри треугольника ABC.

М.Волчкевич

9 класс

1. Дана окружность радиуса R. Две другие
окружности, сумма радиусов которых также равна R, касаются ее

изнутри. Докажите, что прямая, соединяющая точки касания,

проходит через одну из общих точек этих окружностей.
В. Протасов

2. Дана окружность, точка А на ней и точка М внутри нее.

Рассматриваются хорды ВС, проходящие через М. Докажите, что

окружности, проходящие через середины сторон всех

треугольников ABC, касаются некоторой фиксированной окружности.
В.Протасов

3. Треугольники ABC и А^В^С^ подобны и по-разному

ориентированы. На отрезке ААХ взята точка А' такая, что

АА'/А^А' = BCjBxCx . Аналогично строим В' и С . Докажите,
что А', В' и С лежат на одной прямой.

А.Акопян

4. В невыпуклом шестиугольнике каждый угол равен либо

90, либо 270 градусов. Верно ли, что при некоторых длинах

сторон его можно разрезать на два подобных ему и неравных

между собой шестиугольника?
С.Маркелов

5. Прямая, проходящая через центр описанной окружности и

точку пересечения высот неравностороннего треугольника ABC,

делит его периметр и площадь в одном и том же отношении.

Найдите это отношение.

А.Заславский

6. Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Точки А', В\
С ,

ТУ -

ортоцентры треугольников BCD, CDA, DAB, ABC.

Докажите, что в четырехугольниках ABCD и А'В'CD'

соответствующие диагонали делятся точками пересечения в одном и том

же отношении.

Я.Танин, F.Rideau

10 класс

1. Пять прямых проходят через одну точку.

Докажите, что существует замкнутая пятизвенная ломаная,

вершины и середины звеньев которой лежат на этих пря-
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мых, причем на каждой прямой лежит ровно по одной
вершине.

Hiacinthos

2. Проекции точки X на стороны четырехугольника ABCD

лежат на одной окружности. У -

точка, симметричная X

относительно центра этой окружности. Докажите, что проекции
точки В на прямые АХ, ХС, CY, YA также лежат на одной

окружности.
А.Заславский

3. Дана окружность и точка Р внутри нее, отличная от центра.

Рассматриваются пары окружностей, касающиеся данной

изнутри и друг друга в точке Р. Найдите геометрическое место точек

пересечения общих внешних касательных к этим окружностям.
П.Кожевников

А. Прямые, содержащие медианы треугольника ABC,
вторично пересекают его описанную окружность в точках Ах, Вх, Сх.
Прямые, проходящие через Л, Б, С и параллельные
противоположным сторонам, пересекают ее же в точках А2, В2 , С2.
Докажите, что прямые АХА2 , ВХВ2 , СХС2 пересекаются в одной
точке.

А.Заславский

5. Может ли развертка тетраэдра оказаться треугольником
со сторонами 3, 4 и 5 (тетраэдр можно резать только по

ребрам)?
С.Маркелов

6. На доске был нарисован четырехугольник, в который
можно вписать и около которого можно описать окружность. В

нем отметили центры этих окружностей и точку пересечения

прямых, соединяющих середины противоположных сторон,
после чего сам четырехугольник стерли. Восстановите его с

помощью циркуля и линейки.

А.Заславский



ТРЕТЬЯ ОЛИМПИАДА (2007)

Заочный тур

1. Треугольник разрезан на несколько (не менее

двух) треугольников. Один из них равнобедренный (не
равносторонний), а остальные

-

равносторонние. Найдите углы
исходного треугольника.

Б. Френкин

2. Каждая диагональ четырехугольника разбивает его на два

равнобедренных треугольника. Верно ли, что четырехугольник
- ромб?

А. Блинков

3. Отрезки, соединяющие внутреннюю точку выпуклого

неравностороннего я-угольника с его вершинами, делят я-уголь-

ник на я равных треугольников. При каком наименьшем я это

возможно?

Б.Френкин

4. Существует ли такой параллелограмм, что все точки

попарных пересечений биссектрис его углов лежат вне

параллелограмма?
А.Блинков

5. Невыпуклый я-угольник разрезали прямолинейным

разрезом на три части, после чего из двух частей сложили

многоугольник, равный третьей части. Может ли я равняться
а) пяти;

б) четырем?
Д.Шноль

6. а) Сколько осей симметрии может иметь клетчатый

многоугольник, т.е. многоугольник, стороны которого лежат на

линиях листа бумаги в клетку? Укажите все возможные

значения.

б) Сколько осей симметрии может иметь клетчатый

многогранник, т.е. многогранник, составленный из одинаковых

кубиков, примыкающих друг к другу гранями?
Б.Френкин
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7. Выпуклый многоугольник описан около окружности.
Точки касания его сторон с окружностью образуют многоугольник
с таким же набором углов (порядок углов может быть

другим). Верно ли, что многоугольник правильный?
Б. Френкин

8. Три окружности проходят через точку Р, а вторые точки их

пересечения А, В, С лежат на одной прямой. Д , Вх, С{
-

вторые точки пересечения прямых АР, ВР, СР с

соответствующими окружностями. С2
-

точка пересечения прямых АВХ и

ВАХ • А2. А2, В2 определяются аналогично. Докажите, что

треугольники АХВХСХ и А2В2С2 равны.
А.Заславский

9. Два выпуклых четырехугольника таковы, что стороны

каждого лежат на серединных перпендикулярах к сторонам

другого. Найдите их углы.
А.Заславский

10. Найдите геометрическое место центров правильных

треугольников, стороны которых проходят через 3 заданные точки

А, В, С (т.е. на каждой стороне или ее продолжении лежит ровно

одна из заданных точек).
А.Заславский

11. Мальчик с папой стоят на берегу моря. Если мальчик

встанет на цыпочки, его глаза будут на высоте 1 м от

поверхности моря, а если сядет папе на плечи, то на высоте 2 м. Во

сколько раз дальше он будет видеть во втором случае. Найдите
ответ с точностью до 0,1, радиус Земли считайте равным
6000 км.

Д.Шноль

12. Дан прямоугольник ABCD и точка Р. Прямые,
проходящие через Аи В и перпендикулярные, соответственно, PC и PD,
пересекаются в точке Q. Докажите, что PQ -L АВ .

А.Заславский

13. На сторонеАВ треугольникаABC взяты точки X, У, такие

что АХ = BY. Прямые СХ и СУ вторично пересекают описанную

окружность треугольника в точках U и V. Докажите, что все

прямые UV проходят через одну точку.
А.Заславский
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14. В трапеции с основаниями AD и ВС точки Р и Q -

середины диагоналей АС и BD соответственно. Докажите, что

если ZDAQ = ZCAB ,
то ZPBA = ZDBC .

А.Заславский

15. В треугольнике ABC проведены биссектрисы АА', ВВ'

и СС . Пусть А'В' П СС = Я и Л'С П ЯЯ' = Q • Докажите,

что ZA4C = ZQAB .

16. На сторонах угла взяты точки А, В. Через середину М

отрезка АВ проведены две прямые, одна из которых пересекает

стороны угла в точках Ах, Вх, другая
-

в точках А2 , £2 •

Прямые ДБ2 и A2£t пересекают АВ в точках Р и Q. Докажите,
что М -

середина PQ.

В.Протасов

17. Какие треугольники можно разрезать на три

треугольника с равными радиусами описанных окружностей?
Л.Емельянов

18. Найдите геометрическое место вершин треугольников с

заданными ортоцентром и центром описанной окружности.
Б. Френкин

19. В угол А у равный а, вписана окружность, касающаяся

его сторон в точках В и С. Прямая, касающаяся окружности в

некоторой точке М, пересекает отрезки АВ и АС в точках Р и Q
соответственно. При каком наименьшем а возможно

неравенство SPAQ < SBMC ?

В.Протасов

20. Основанием пирамиды является правильный
треугольник со стороной 1. Из трех углов при вершине пирамиды два

-

прямые. Найдите наибольший объем пирамиды.

Д.Шноль

21. На плоскости лежат три трубы (круговые цилиндры

одного размера в обхвате 4 м). Две из них лежат параллельно

и, касаясь друг друга по общей образующей, образуют над

плоскостью тоннель. Третья, перпендикулярная к первым двум,

вырезает в тоннеле камеру. Найдите площадь границы этой

камеры.
Н.Долбилин

21



Финальный тур

8 класс

1. Определите, с какой стороны расположен руль у
изображенного на рисунке автомобиля.

С.Маркелов

2. Восстановите прямоугольный треугольник ЛВС ( ZC =

= 90°) по вершинам Л, С и точке на биссектрисе угла В.

Б.Френкин

3. Диагонали выпуклого четырехугольника делят его на

четыре подобных треугольника. Докажите, что его можно

разрезать на два равных треугольника.
Б. Френкин

4. Найдите геометрическое место точек пересечения высот

треугольников, у которых даны середина одной стороны и

основания высот, опущенных на две другие.
А.Заславский

5. Медианы АА' и ВВ' треугольника ABC пересекаются в

точке М, причем ZAMB = 120° . Докажите, что углы АВ'М и

ВА'М не могут быть оба острыми или оба тупыми.

С.Берлов

6. Назовем два неравных треугольника похожими, если

можно обозначить их ABC и А'В'С так, чтобы выполнялись

равенства АВ
= А'В', АС = А'С и Z.B = Z.B'. Существуют ли

три попарно похожих треугольника?
Б. Френкин
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9 класс

1. Четырехугольник ABCD описан около

окружности. Докажите, что радиус этой окружности меньше суммы

радиусов окружностей, вписанных в треугольники ABC и

ACD.

Б. Френкин

2. На основании AD и боковой стороне АВ равнобедренной

трапеции ABCD взяты точки Е, F соответственно так, что

CDEF -

также равнобедренная трапеция. Докажите, что

АЕ ED = AF • FB .

А.Хачатурян

3. В шестиугольнике ABCDEF АВ = ВС, CD = DE, EF =

= FA и ZA = ZC = ZE. Докажите, что главные диагонали

шестиугольника пересекаются в одной точке.

А.Заславский

4. Дан треугольник ABC. Точка Р лежит на окружности
АВН, где Я

-

ортоцентр треугольника. Прямые АР, ВР
пересекают противоположные стороны треугольника в точках А', В'.

Найдите ГМТ середин отрезков А'В'.
С.Тахаев

5. Постройте треугольник, если даны центр вписанной в него

окружности, середина одной из сторон и основание опущенной
на эту сторону высоты.

А.Заславский

6. Куб с ребром 2п + 1 разрезают на кубики с ребром 1 и

бруски размера 2x2x1. Какое наименьшее количество

единичных кубиков может при этом получиться?
Т.Караваева, А.Заславский

10 класс

1. В остроугольном треугольнике отметили

отличные от вершин точки пересечения описанной окружности с

высотами, проведенными из двух вершин, и биссектрисой,
проведенной из третьей вершины, после чего сам треугольник

стерли. Восстановите его.

Б. Френкин

2. Точки А', В',С
-

основания высот остроугольного

треугольника ABC. Окружность с центром В и радиусом ВВ'

пересекает прямую А'С в точках К и L (точки К и А лежат по
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одну сторону от ВВ' ). Докажите, что точка пересечения прямых
АК и CL лежит на прямой БО, где О

-

центр окружности,
описанной около ABC.

В.Протасов

3. Даны две окружности, пересекающиеся в точках Р и Q.
Точка С -

произвольная точка одной из окружностей, отличная

от Р и Q; At В -

вторые точки пересечения прямых СР, CQ с

другой окружностью. Найдите геометрическое место центров

окружностей, описанных около треугольников ABC.

А.Заславский

А. Четырехугольник ABCD вписан в окружность с центром

О. Точки С , D' симметричны ортоцентрам треугольников
ABD и ABC относительно О. Докажите, что если прямые BD и

BD' симметричны относительно биссектрисы угла Б, то прямые

АС и АС симметричны относительно биссектрисы угла Л.

А.Заславский

5. Каждое ребро выпуклого многогранника параллельно

перенесли на некоторый вектор так, что ребра образовали каркас
нового выпуклого многогранника. Обязательно ли он равен

исходному?
А.Заславский

6. Даны две концентрические окружности. Каждая из

окружностей Ьх и &2 касается внешним образом одной окружности и

внутренним
-

другой, а каждая из окружностей q и с2 касается

внутренним образом обеих окружностей. Докажите, что 8 точек,
в которых окружности Ьх , &2 пересекают сх, с2, лежат на двух

окружностях, отличных от Ьх , &2» ci» С2 • (Некоторые из этих

окружностей могут выродиться в прямые.)
В.Протасов



ЧЕТВЕРТАЯ ОЛИМПИАДА (2008)

Заочный тур

1. Существует ли правильный многоугольник, в

котором ровно половина диагоналей параллельна сторонам?
Б. Френкин

2. Для данной пары окружностей постройте две

концентрические окружности, каждая из которых касается двух данных.

Сколько решений имеет задача, в зависимости от расположения

окружностей?
В.Протасов

3. Треугольник можно разрезать на три равных треугольника.

Докажите, что один из его углов равен 60°.
А.Заславский

4. Биссектрисы двух углов вписанного четырехугольника

параллельны. Докажите, что сумма квадратов двух сторон

четырехугольника равна сумме квадратов двух других сторон.
Д.Шноль

5. Постройте квадрат ABCD, если даны его вершина А и

расстояния от вершин В и D до фиксированной точки

плоскости О.
Из Киевских олимпиад

6. На плоскости даны две концентрические окружности с

центром в точке А. Пусть В
-

произвольная точка одной из этих

окружностей, С -

другой. Для каждого треугольника ABC

рассмотрим две окружности одинакового радиуса, касающиеся

друг друга в точке К, причем одна окружность касается прямой
АВ в точке В, а другая

-

прямой АС в точке С. Найдите

геометрическое место точек К.

А. Мякишев

7. Дана окружность и точка О на ней. Вторая окружность с

центром О пересекает первую в точках Р и Q. Точка С лежит

на первой окружности, а прямые СР, CQ вторично пересекают
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вторую окружность в точках А и В, Докажите, что

АВ = PQ.

А.Заславский

8. а) Докажите, что при п > 4 любой выпуклый я-угольник
можно разрезать на п тупоугольных треугольников.

б) Докажите, что при любом п существует выпуклый п-

угольник, который нельзя разрезать меньше, чем на п

тупоугольных треугольников.
в) На какое наименьшее число тупоугольных треугольников

можно разрезать прямоугольник?
Т.Голенищева-Кутузова, Б.Френкин

9. Прямые, симметричные диагонали BD четырехугольника
ABCD относительно биссектрис углов В и D, проходят через
середину диагонали АС. Докажите, что прямые, симметричные

диагонали АС относительно биссектрис углов Л и С, проходят
через середину диагонали BD.

А.Заславский

10. Четырехугольник ABCD описан около окружности с

центром /. Докажите, что проекции точек В и D на прямые IA и

1С лежат на одной окружности.
А.Заславский

11. Даны четыре точки А, Б, С, D. Известно, что любые две

окружности, одна из которых проходит через Л и Б, а другая
-

через С и D, пересекаются. Докажите, что общие хорды всех

таких пар окружностей проходят через одну точку.
А.Заславский

12. Имеется треугольник ABC. На луче ВА отложим точку

Ах, так что отрезок ВАХ равен ВС. На луче СА отложим точку

А2, так что отрезок СА2 равен ВС. Аналогично построим точки

Вх , #2 и Сх , С2. Докажите, что прямые АХА2, ДВг» СХС2
параллельны.

А.Мякишев

13. Дан треугольник ABC. Вневписанная окружность
касается его стороны ВС в точке Ах и продолжений двух других

сторон. Другая вневписанная окружность касается стороны АС

в точке Вх. Отрезки ААХ и ВВХ пересекаются в точке N. На луче

ААХ отметили точку Р, такую что АР = NAX.
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Докажите, что точка Р лежит на вписанной в треугольник

окружности.
А.Мякишев

14. Прямая, соединяющая центр описанной окружности и

точку пересечения высот неравнобедренного треугольника,

параллельна биссектрисе одного из его углов. Чему равен этот

угол?
В.Протасов

15. Даны две окружности и не лежащая на них точка Р.

Проведите через Р прямую, высекающую на данных

окружностях хорды равной длины.

М.Волчкевич

16. Даны две окружности. Общая внешняя касательная

касается их в точках А и В. Точки X, У на окружностях

таковы, что существует окружность, касающаяся данных в

этих точках, причем одинаковым образом (внешним или

внутренним). Найдите геометрическое место точек пересечения

прямых АХ и BY.

А.Заславский

17. Дан треугольник ABC и линейка, на которой отмечены

два отрезка, равные ЛС и ВС. Пользуясь только этой линейкой,

найдите центр вписанной окружности треугольника,
образованного средними линиями ABC.

А.Мякишев

18. Докажите, что для треугольника со сторонами а, 6, с и

площадью S выполнено неравенство

a2+b2+c2--(\a-b\ + \b-c\ + \c-a\f
А.Абдуллаев, Азербайджан

19. Дан параллелограмм ABCD, в котором АВ
=

at AD
= Ь.

Первая окружность имеет центр в вершине А и проходит через

D, вторая имеет центр в С и проходит через D. Произвольная
окружность с центром В пересекает первую окружность в точках

Мt, Nx, а вторую
-

в точках М2 , N2 . Чему равно отношение

MxNxjM2N2 ?

В.Протасов

20. а) Многоугольник обладает следующим свойством: если

провести прямую через две точки, делящие его периметр

пополам, то эта прямая разделит многоугольник на два равновеликих
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многоугольника. Верно ли, что многоугольник центрально

симметричен?
6) Верно ли, что любая фигура, обладающая свойством,

указанным в п.а), центрально симметрична?
А.Заславский

21. В треугольнике провели серединные перпендикуляры к

его сторонам и измерили их отрезки, лежащие внутри
треугольника.

а) Все три отрезка оказались равны. Верно ли, что

треугольник равносторонний?
б) Два отрезка оказались равны. Верно ли, что треугольник

равнобедренный?
в) Могут ли длины отрезков равняться 4, 4 и 3?

А.Заславский, Б.Френкин

22. а) Все вершины пирамиды лежат на гранях куба, но не на

его ребрах, причем на каждой грани лежит хотя бы одна

вершина. Какое наибольшее количество вершин может иметь

пирамида?
б) Все вершины пирамиды лежат в плоскостях граней куба,

но не на прямых, содержащих его ребра, причем в плоскости

каждой грани лежит хотя бы одна вершина. Какое наибольшее

количество вершин может иметь пирамида?
А.Хачатурян

23. В пространстве даны две пересекающиеся сферы разных

радиусов и точка А, принадлежащая обеим сферам. Докажите,
что в пространстве существует точка В, обладающая следующим
свойством: если через точки А и В провести произвольную

окружность, то точки ее повторного пересечения с данными

сферами будут равноудалены от В.

В.Протасов

24. Пусть h -

наименьшая высота тетраэдра, d -

наименьшее

расстояние между его противоположными ребрами. При каких t

возможно неравенство d > thl

И.Богданов

Финальный тур

8 класс

1. Существует ли выпуклый четырехугольник без

параллельных сторон, который можно разрезать на четыре

равных треугольника?
Б. Френкин
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2. Дан прямоугольный треугольник ABC с гипотенузой АС и

углом А = 50°. Точки К и L на катете БС таковы, что

ZiC4C = ZL^B = 10°. Найдите CK/LB.

Ф.Нилов

3. В выпуклом четырехугольнике с перпендикулярными
диагоналями равны два противолежащих угла. Докажите, что в

него можно вписать окружность.
Д.Шноль

4. Пусть СС0
-

медиана треугольника ABC, серединные
перпендикуляры к АС и ВС пересекают СС0 в точках А', В*,
прямые АА' и ВВ* пересекаются в точке Сх. Докажите, что

АСХСА = ZC0CB .

Ф.Нилов, А.Заславский

5. Даны два треугольника АВС, А'&С. Обозначим через а

угол между высотой и медианой треугольника ЛВС,
проведенными из вершины А. Аналогично определим углы Р, у, а7, р7, •/.
Известно, что а = а7

f Р = Р', y = Y. Обязательно ли

треугольники подобны?
А.Заславский

6. Рассматриваются треугольники, все вершины которых
являются вершинами данного правильного 2008-уголышка.
Каких среди них больше: остроугольных или

тупоугольных?

Б. Френкин

7. Дан равнобедренный треугольник ABC с основанием АС и

углом а при вершине. На отрезке АС во внешнюю сторону

построена дуга с градусной мерой р . Две прямые, проходящие
через вершину В, делят как отрезок, так и дугу ЛС на три равные

части. Найдите ос/р.
Ф.Нилов

8. На доске был нарисован выпуклый четырехугольник. Боря
отметил центры четырех окружностей, каждая из которых

касается одной стороны четырехугольника и продолжений двух
соседних с ней. После чего Алеша стер четырехугольник.

Сможет ли Боря определить, чему равнялся периметр

четырехугольника?
Б.Френкин, А.Заславский
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9 класс

1. Выпуклый многоугольник можно разрезать на

2008 равных четырехугольников. Обязательно ли у него есть

центр или ось симметрии?
А.Заславский

2. Дан четырехугольник ABCD. Найдите геометрическое
место точек таких, что отрезки, соединяющие их проекции на

прямые, содержащие противоположные стороны

четырехугольника, перпендикулярны.
Ф.Нилов

3. Докажите неравенство

1 1 1 [р
V2sinZA

+

V2sinZB
+

>/2sin£С~\г
'

где р
-

полупериметр, а г
-

радиус вписанной окружности

треугольника ABC.

Р.Пиркулиев

4. Пусть СС0
-

медиана треугольника ABC, серединные
перпендикуляры к АС и ВС пересекают СС0 в точках Ас , Вс,
прямые ААС и ВВС пересекаются в точке Q . Аналогично

определим точки Ах, Б,. Докажите, что окружность АфхСу
проходит через центр описанной окружности треугольника
ABC.

Ф.Нилов, А.Заславский

5. Можно ли оклеить поверхность правильного тетраэдра

одинаковыми правильными шестиугольниками?
НЛвилов

6. Постройте треугольник, если даны его центр тяжести и

основания высоты и биссектрисы, проведенных к одной

стороне.
Б. Френкин

7. Радиус окружности, описанной около треугольника АВС,

равен R. Через ортоцентр Н этого треугольника провели другую

окружность того же радиуса, пересекающую описанную
окружность в точках X, У. Точка Z -

четвертая вершина

параллелограмма CXZY. Найдите радиус окружности, проходящей через
точки Л, В, Z.

А.Заславский
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8. На окружности со, описанной около треугольника ЛВС,
взяты две точки Р и Q. Серединный перпендикуляр / к

отрезку PQ пересекает прямые ВС, СА, ЛВ в точках Л', В*, С.

Пусть А", В", С* -

вторые точки пересечения / с

окружностями, описанными около треугольников A'PQ , B*PQ , C'PQ .

Докажите, что прямые А", В?, С пересекаются в одной
точке.

J.L.Aime, Франция

10 класс

1. Вписанно-описанный n-угольник разрезан

прямой линией на два вписанно-описанных многоугольника
с разным количеством сторон. При каких п это возможно?

Б. Френкин

2. Пусть АХВХСХ
-

треугольник, симметричный треугольнику
ABC относительно центра окружности, вписанной в его

серединный треугольник. Докажите, что ортоцентр треугольника АХВХСХ
совпадает с центром окружности, описанной около

треугольника, образованного центрами вневписанных окружностей
треугольника ABC.

А.Мякишев

3. Две окружности щ и щ пересекаются в двух точках X

и У, а третья окружность со касается внутренним образом
окружностей со, и 0)2 в точках Р и Q соответственно. Отрезок
XY пересекает окружность со в двух точках М и N. Лучи РМ
и PN пересекают щ в точках А и D, а лучи QM и QN
пересекают о^ в точках В и С соответственно. Докажите, что

АВ = CD.

В.Ясинский, Украина

А. На прямой / даны три точки Со , Сх, С2. Найдите
геометрическое место центров окружностей, вписанных в

треугольники ABC, у которых сторона АВ лежит на прямой /, а

основания медианы, биссектрисы и высоты, проведенных из

вершины С, совпадают с Со , Сх, С2.
А.Заславский

5. Сечение правильной четырехугольной пирамиды является

правильным пятиугольником. Найдите отношение его стороны к

стороне основания пирамиды.
И.Богданов
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6. В треугольнике произведение двух сторон равно SRr, где
R и г

-

радиусы описанной и вписанной окружностей. Докажите,
что угол между ними меньше 60°.

Б. Френкин

7. На медианах АА' и ВВ* треугольника ABC построены в

сторону вершины С дуги с одинаковой градусной мерой.
Докажите, что общая хорда окружностей, содержащих эти дуги,

проходит через С.

Ф.Нилов

8. Множество точек на плоскости таково, что из любых трех
его точек найдутся две, расстояние между которыми не

превосходит 1. Докажите, что это множество можно разбить на три

части, диаметр каждой из которых не превосходит 1.

А.Акопян, В.Дольников



ПЯТАЯ ОЛИМПИАДА (2009)

Заочный тур

1. Точки Вх и В2 лежат на луче АМ, а точки Сх
и С2 на луче АК. Окружность с центром О вписана в

треугольники АВХСХ и АВ2С2. Докажите, что углы ВХОВ2 и СХОС2
равны.

Д.Прокопенко

2. Через каждую вершину неравнобедренного треугольника
ABC проведен отрезок, разбивающий его на два треугольника с

равными периметрами. Верно ли, что все эти отрезки имеют

разные длины?
Б. Френкин

3. Биссектрисы углов трапеции образуют при пересечении
четырехугольник с перпендикулярными диагоналями.

Докажите, что трапеция равнобокая.
Д.Шноль

4. Две окружности пересекаются в точках Р и Q. Из точки Q
пустили в каждую из окружностей по одному лучу, которые

отражаются от окружностей по закону «угол падения равен углу

отражения». Точки касания траектории первого луча
-

Ах ,

А2 , ... второго
-

Вх , В2, ...

Оказалось, что точки Ах, Вх и Р лежат на одной прямой.
Докажите, что тогда все прямые A%Bi проходят через точку Р.

Д.Прокопенко

5. Дан треугольник ABC и построена вневписанная

окружность с центром О, касающаяся стороны ВС и продолжений
сторон АВ и АС. Точка Ot симметрична точке О относительно

прямой ВС. Найдите величину угла Л, если известно, что

точка Ох лежит на описанной около треугольника ABC

окружности.

Д. Шноль

6. Найдите геометрическое место центров всех вневписанных

окружностей прямоугольных треугольников, имеющих данную

гипотенузу.

Б.Френкин
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7. Дан треугольник ABC. Из вершин В и С опущены

перпендикуляры ВМ и CN на биссектрисы углов С и В

соответственно. Докажите, что прямая MN пересекает стороны АС иАВ

в точках их касания со вписанной окружностью.

В.Протасов

8. Многоугольник можно разрезать на две равные части

тремя различными способами. Верно ли, что у него обязательно

есть центр или ось симметрии?
С.Маркелов

9. На плоскости задано п точек, являющихся вершинами

выпуклого n-угольника, п > 3. Известно, что существует ровно
k равносторонних треугольников со стороной 1, вершины
которых

-

заданные точки.

2
а) Докажите, что k < — п .

«з

б) Приведите пример конфигурации, для которой k >

> 0,666п.
В. Ясинский, Украина

10. Пусть ABC
- остроугольный треугольник, ССХ

-

его

биссектриса, О
-

центр описанной окружности. Точка

пересечения прямой ОСХ с перпендикуляром из С на АВ лежит на

описанной окружности треугольника АОВ.

Найдите угол С.
Ф. Иелее

11. Дан четырехугольник ABCD. Оказалось, что

окружность, описанная около треугольника ABC, касается стороны

CD, а окружность, описанная около треугольника ЛCD,
касается стороны АВ. Докажите, что диагональ АС меньше, чем

расстояние между серединами сторон АВ и CD.

А.Блинков

12. В треугольнике ABC провели биссектрису CL. Точки

Ах и Д симметричны точкам А и В относительно CL, А2 и В^
симметричны точкам А и В относительно L. Пусть Ot и О2

-

центры окружностей, описанных около треугольников АВХВ2
и ВАХА2. Докажите, что углы ОХСА и О2СВ равны.

Д.Прокопенко

13. (9-10) В треугольнике ABC отметили центр вписанной

окружности, основание высоты, опущенной на сторону АВ, и

центр вневписанной окружности, касающейся этой стороны и
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продолжений двух других. После этого сам треугольник стерли.

Восстановите его.

Л.Заславский

14. Дан треугольник ABC площади 1. Из вершины В опущен

перпендикуляр ВМ на биссектрису угла С. Найдите площадь

треугольника AMС.

В.Протасов

15. Даны окружность и не лежащая на ней точка. Из всех

треугольников, одна вершина которых совпадает с данной
точкой, а две другие лежат на окружности, выбран треугольник
наибольшей площади. Докажите, что он равнобедренный.

Б. Френкин

16. Три прямые проходят через точку О и образуют попарно

равные углы. На одной из них взяты точки Ах, А2 , на другой
-

Д , В2, так что точка Q пересечения прямых АХВХ и А2В2
лежит на третьей прямой. Пусть С2

-

точка пересечения АХВ2 и

А2ВХ. Докажите, что угол СХОС2 прямой.
А.Заславский

17. Дан треугольник ABC и точки X, У, не лежащие на его

описанной окружности. Пусть Д , Вх, Ct
-

проекции X на ВС,
СА, АВ, a A2i В2 , С2

-

проекции У. Докажите, что

перпендикуляры, опущенные из Ai, Д, Ct на, соответственно, В2С2,
С2Л2 , А2В2 , пересекаются в одной точке тогда и только тогда,

когда прямая XY проходит через центр окружности, описанной

около ABC.

А.Заславский

18. На плоскости даны три параллельные прямые. Найдите

геометрическое место центров вписанных окружностей
треугольников, вершины которых расположены (по одной) на этих

прямых.

Б. Френкин

19. Дан выпуклый n-угольник Д...^ . Пусть P{{i = 1,...,я)
-

такая точка на его границе, что прямая A^Pj делит его площадь

пополам. Дано, что все точки Р{ не совпадают с вершинами и

лежат на k сторонах п-угольника.
Каково наименьшее и наибольшее возможное значение k при

каждом данном п?
Б. Френкин
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20. В остроугольном треугольнике ABC точка Я
-

ортоцентр,
О -

центр описанной окружности, ААХ, ВВХ и CQ
-

высоты.

Точка С2 симметрична С относительно АХВХ. Докажите, что Я,
О, Ct и С2 лежат на одной окружности.

Д.Прокопенко

21. Дан четырехугольник АВCD, противоположные стороны
которого пересекаются в точках Р и Q. Две прямые, проходящие
через эти точки, пересекают стороны четырехугольника в

четырех точках, являющихся вершинами параллелограмма.

Докажите, что центр этого параллелограмма лежит на прямой,
соединяющей середины диагоналей ABCD.

Ф.Нилов

22. Постройте четырехугольник, в который можно вписать и

около которого можно описать окружность, по радиусам этих

окружностей и углу между диагоналями.
А.Заславский

23. Верно ли, что при любом п правильный 2п-угольник
является проекцией некоторого многогранника, имеющего не

более чем п + 2 грани?

В.Протасов

24. Дана четырехугольная пирамида, в которую можно

вписать сферу. Точку касания этой сферы с основанием

пирамиды спроектировали на ребра основания. Докажите, что все

проекции лежат на одной окружности.
Ф.Нилов

Финальный тур

8 класс

1. В трапеции ABCD боковая сторона АВ равна

меньшему основанию ВС, а диагональ АС равна основанию AD.

Прямая, проходящая через вершину В параллельно ЛС,
пересекает прямую DC в точке М. Докажите, что AM - биссектриса
угла ВАС.

А. Блинков, Ю.Блинков

2. Через точку внутри вписанного четырехугольника провели
две прямые, делящие его на четыре части. Три из этих частей -

вписанные четырехугольники, причем радиусы описанных

вокруг них окружностей равны. Докажите, что четвертая часть
-

четырехугольник, вписанный в окружность того же радиуса.
А.Блинков
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3. Пусть АНа и ВНЬ
-

высоты треугольника ABC, P и Q -

проекции точки На на стороны АВ и АС. Докажите, что прямая

PQ делит отрезок НаНь пополам.

А.АкопяНу К.Савенков

4. В треугольнике ABC ZA = 57°, ZB = 61° , ZC = 62°.

Какой из двух отрезков длиннее: биссектриса угла А или

медиана, проведенная из вершины В?

Н.Белухов, Болгария

5. Из вершины В треугольника ABC опущен перпендикуляр
ВМ на биссектрису угла С. Пусть К

-

точка касания вписанной

окружности со стороной ВС. Найдите угол МКВ, если известно,

что ZBAC = а.

В.Протасов

6. Можно ли расположить на плоскости четыре равных

многоугольника так, чтобы любые два из них не имели общих

внутренних точек, но имели общий отрезок границы?
С.Маркелов

7. Вокруг треугольника ABC описали окружность 5. Пусть L
и W -

точки пересечения биссектрисы угла А со стороной ВС и

окружностью 5 соответственно. Точка О -

центр описанной

окружности треугольника ACL. Восстановите треугольник ABC,

если даны окружность s и точки W и О.

Д.Прокопенко

8. Вписанная и вневписанная окружности треугольника ABC

касаются стороны ВС в точках М и N. Известно, что

ZBAC = 2ZMAN . Докажите, что ВС = 2MN.

Н.Белухов, Болгария

9 класс

1. Середина стороны треугольника и основание

высоты, проведенной к этой стороне, симметричны
относительно точки касания этой стороны с вписанной окружностью.

Докажите, что эта сторона составляет треть периметра

треугольника.
А.Блинков, Ю.Блинков

2. Дан выпуклый четырехугольник АВCD. Обозначим через

Ra, Rb , Rc и Rd радиусы описанных окружностей
треугольников DAB, ABC, BCD, CDA. Докажите, что неравенство Ra <
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<Rb < Rc < Rd выполняется тогда и только тогда, когда

180° - ZCDB < ZCAB < ZCDB.

О.Мусин

3. Четырехугольник ABCD описан около окружности, лучи
ВА и CD пересекаются в точке Е, лучи ВС и AD -

в точке F.

Вписанная окружность треугольника, образованного прямыми

АВ, CD и биссектрисой угла Б, касается прямой АВ в точке К,
а вписанная окружность треугольника, образованного
прямыми AD, ВС и биссектрисой угла Б, касается прямой ВС в точке

L. Докажите, что прямые KL, АС и EF пересекаются в одной
точке.

И.Богданов

4. Дан правильный 17-угольник АХ...АХ7. Докажите, что

треугольники, образованные прямыми АХАА, А2Ах0, АхзАи и

А2А3 , АА\ , АХААХЪ , равны.

Н.Белухов, Болгария

5. На окружности отметили п точек. Оказалось, что среди

треугольников с вершинами в этих точках ровно половина

остроугольных. Найдите все значения и, при которых это

возможно.

Б. Френкин

АС
6. Дан треугольникABC такой, что АВ - ВС =

—^ . ПустьМ
-

середина стороны ЛС, а N -

основание биссектрисы угла В.

Докажите, что

ZBMC + ZBNC = 90° •

А.Акопян

7. Даны две пересекающиеся окружности с центрами Ох, О2.
Постройте окружность, касающуюся одной из них внешним, а

другой внутренним образом, центр которой удален от прямой
ОХО2 на наибольшее расстояние.

М. Волчкевич

8. Дан вписанный четырехугольник ABCD. Известно, что

четыре окружности, каждая из которых касается его диагоналей
и описанной окружности изнутри, равны. Верно ли, что ABCD
- квадрат?

C.Pohoata, Румыния; А.Заславский
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10 класс

1. Пусть л, 6, с
-

длины сторон произвольного

треугольника; р
-

полупериметр; г
-

радиус вписанной

окружности. Докажите неравенство

\ р i p i
Д.Швецов

2. Дан четырехугольник ABCD. Его противоположные
стороны ЛБ и CD пересекаются в точке К. Его диагонали

пересекаются в точке L. Известно, что прямая KL проходит через центр
тяжести четырехугольника ABCD. Докажите, что ABCD -

трапеция.
Ф.Налов

3. Радиусы описанной и вписанной окружностей
треугольника ABC равны R и г; О, / - центры этих окружностей. Внешняя

биссектриса угла С пересекает ЛБ в точке Р. Точка Q
-

проекция
точки Р на прямую О/. Найдите расстояние OQ.

А.Заславский, А.Акопян

4. Через вершины треугольника ABC проводятся три
произвольные параллельные прямые da , db, dc. Прямые,
симметричные rfe , rf6, rfc относительно ВС, СА, АВ соответственно,

образуют треугольник XYZ. Найдите геометрическое место

центров вписанных окружностей таких треугольников.
C.Pohoata, Румыния

5. В треугольник ABC вписан ромб CKLN так, что точка L

лежит на стороне АВ, точка N
-

на стороне АС, точка К -

на

стороне ВС. Пусть Ot, O2 и О -

центры описанных

окружностей треугольников ACL, BCL и ABC соответственно. Пусть Р
-

точка пересечения описанных окружностей треугольников ANL

и BKL, отличная от L. Докажите, что точки Ох, О2, О и Р лежат

на одной окружности.
Д.Прокопенко

6. В треугольнике ABC M -

точка пересечения медиан, /
-

центр вписанной окружности, Д и Вх
-

точки касания этой

окружности со сторонами ВС и ЛС, G -

точка пересечения

прямых ААХ и ВВХ. Докажите, что угол CGI прямой тогда и

только тогда, когда GM \\ АВ .

А.Заславский
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7. Дано множество точек О, Ах, А2, ..., Д, на плоскости.

Расстояние между любыми двумя из этих точек является

квадратным корнем из натурального числа. Докажите, что

существуют такие векторы х и у , что для любой точки Аг выполняется

равенство ОАг = kx + 1у , где k и / - некоторые целые числа.

А.Глазырин

8. Можно ли вписать правильный октаэдр в правильный
додекаэдр так, чтобы каждая вершина октаэдра была вершиной
додекаэдра?

Б. Френкин



РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

R

ПЕРВАЯ ОЛИМПИАДА (2005)

Заочный тур

1. Пусть перпендикуляры пересекаются внутри

окружности (случай внешней точки рассматривается
аналогично). Отметим точку R -

вторую

точку пересечения прямой DQ с

окружностью (рис.1).
Четырехугольник PDCQ

вписан в окружность (он образован
двумя прямоугольными
треугольниками с общей гипотенузой
PQ), поэтому ZCDQ = ZCPQ ,

как опирающиеся на одну дугу. По

этой же причине ZCDQ =

= ZCDR = ZCAR , и, значит,

прямые PQ и AR параллельны
(соответственные углы равны). Но BR

является диаметром, как следует из условия, поэтому
ZBAR = 90°.

2. Приведем некоторые из возможных разрезаний (рис.2, а-

в).

Рис 1

а) б)

ft
I

_

7

в)

L
_

Ш

II)

_

j

Рис 2. а) АДарбинян1; б) И.Бородулин; в) АМакарец

1 Здесь и ниже приводятся фамилии школьников, нашедших на

олимпиаде решение, неизвестное жюри.
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3. Искомым геометрическим местом будет окружность с

центром в середине ОК (где О -

центр исходной окружности) и

радиусом
— (где R -

радиус данной окружности).

Первое решение. Действительно, пусть PQ
- общая хорда,

М -

ее середина, a Oj
-

центр выбранной произвольно

окружности. Поскольку из условия следует, что OPOXQ является

ромбом, тоМ будет также серединой ООХ. Средняя линия ММХ
треугольника КОХ равна половине КОХ, т.е., половине

радиуса. Таким образом, все середины хорд лежат на окружности с

центром в середине ОК и радиусом
-— (рис.3,я).

Несложно также проверить, что любая точка этой

окружности является серединой некоторой хорды.

а)

РисЗ

Второе решение. Центры окружностей, равных данной и

проходящих через точку К, лежат на окружности радиуса R с

центром в точке К. Если Ot
-

центр одной из таких

окружностей, то, как уже было замечено, М
-

середина общей хорды
-

будет также серединой ООХ. Поэтому искомое ГМТ есть образ
окружности, образованной центрами, при гомотетии с центром в

точке О и коэффициентом
- (рис.3,6).

4. Наименьшее значение равно пяти. Очевидно,
треугольников с таким свойством не существует. Покажем, что не

существует и четырехугольников. Сделать это можно по-разному.

Например, так как синусы углов равны, то сами углы

четырехугольника равны либо ф, либо 180°-ср. Простым перебором
легко убедиться в том, что в этом случае мы имеем дело либо с

прямоугольником, либо с параллелограммом, либо с равнобо-
кой трапецией. Или же можно для доказательства использовать

«метод площадей». Рассмотрим выпуклый четырехугольник,
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Рис 4

синусы всех углов которого равны, и обозначим длины его

сторон буквами а, Ь, с, d. Вычислим его площадь двумя
способами как сумму площадей двух треугольников с общей

диагональю по формуле «половина

произведения сторон на синус угла

между ними», затем в полученном

равенстве сократим на половину

синуса и придем к соотношению

ab + cd = ad + be, или (а - c)(b -

-d) = 0. Отсюда вытекает

равенство по крайней мере одной пары сторон. Чтобы построить
пятиугольник, обладающий искомыми свойствами, достаточно

отрезать у равнобокой трапеции с

углом 60° при большем основании

«уголок» (рис.4).
Или же можно взять

правильный пятиугольник с углами 108° и с

его помощью построить

пятиугольник, все стороны которого
соответственно параллельны сторонам
правильного пятиугольника, но не

равны между собой (рис.5).
5. Во всех случаях получится

Рис 5

прямая с выколотой точкой, которая соответствует случаю,
когда треугольник вырождается в отрезок (рис.6).

УУ
Вм-

Pi

к

Рх

А

Со

В

С

\ Pi

Рис 6

В первом случае, очевидно, имеем прямую,

перпендикулярную ВС и проходящую через вершину А. Во втором случае
ответом будет прямая, параллельная данным прямым и

делящая отрезок с концами на этих прямых в отношении 1:2,
считая от первой прямой. В самом деле, отрезок ВС движется
с постоянной скоростью, значит, и его середина движется с

постоянной скоростью. Точка пересечения медиан делит

отрезок, соединяющий вершину А с серединой ВС, в постоянном
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отношении 2:1, и, следовательно, эта точка также будет
двигаться с постоянной скоростью по некоторой прямой. В

предельном случае получаем точку Мо, которая делит отрезок

ЛС0 (равный и параллельный ВС, но проходящий через

вершину А) в отношении 1:2, поскольку она должна делить в

отношении 2:1 отрезок, соединяющий точку А и середину АС0.
Можно рассуждать иначе: проведем через точку Ах

-

середину
ВС -

перпендикуляр к данным прямым и с концами на этих

прямых. Получим пару равных треугольников с общей
вершиной в Ах. Отсюда следует, что середины будут лежать на

прямой рх, равноотстоящей от

данных прямых. Затем проведем

перпендикуляр через М с концами на

рх и /и. Получим пару подобных

треугольников с общей вершиной
М, причем коэффициент подобия

равен 2. Значит, центры тяжести

лежат на прямой, параллельной рх
и т, причем прямая делит общий

перпендикуляр в отношении 2:1. И

т.д. (рис.7).
Наконец, так как серединные

перпендикуляры к отрезкам АС и

ВС движутся также с постоянными

скоростями, то и точка их

пересечения (центр описанной окружнос-

В

Рис 7

ти) будет перемещаться по прямой. Можно также заметить,
что эта прямая является серединным перпендикуляром к

отрезку АК, симметричному отрезку АС0 (в который вырождается

треугольник при совпадении точек

А и В) относительно

перпендикуляра из вершины А.

Как известно, если около

трапеции можно описать окружность, то

она равнобокая. Отсюда сразу
следует, что все окружности,
описанные около треугольников ABC,

будут вторично пересекать прямую Р2
в одной и той же точке К, так что

АК = ВС. Поэтому центры этих

окружностей должны быть

равноудалены от точек А и К (рис.8).
Рис 8 Эти рассуждения дают нам также
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Рис 9

еще один способ доказательства того, что искомое ГМТ есть

прямая (с выколотой точкой).
6. Покажем, что закрашенная часть составляет ровно

половину площади всего треугольника. Для этого из точек Bv...,Bn
опустим перпендикуляры на сторону АС. Эти перпендикуляры
являются высотами треугольников С{В{С{+Х с одинаковыми

основаниями, причем, как

следует из соображений подобия,
^ = ih\. Отсюда вытекает, что

таким же соотношением будут
связаны площади окрашенных

треугольников: 5, = iSx (на
рис.9 изображен случай п = 4).

Опустив затем

перпендикуляры из точек Q,..., Сп на

сторону АС у и рассуждая

аналогично, получим такое же

соотношение для площадей

незакрашенных треугольников.
Осталось заметить, что площадь

первого закрашенного треугольника равна площади первого

незакрашенного (их основания равны, а высота /^ общая).
Можно было завершить доказательство и по-другому, просто
сложив площади заштрихованных треугольников.

Отметим, что равенство площадей соответствующих пар

треугольников (закрашенного и незакрашенного) можно

получить практически без вычислений, воспользовавшись тем, что

прямые В(С( параллельны друг другу (по теореме, обратной
теореме Фалеса). Тогда 5г_хВгС{ = Sc. хВ.с. (у них общее
основание ВгС{ , а вершины лежат на

прямой, параллельной основанию)
и SCi_AC. = SBiC.Cix (вершина Д
общая, а С{_ХС} = QCI+1 по

условию).
7. Этот угол равен либо 60°,

либо 120°.

Первое решение. В данной
конструкции окружность, проходящая
через вершины В и С правильного

треугольника и касающаяся в этих

точках его сторон, будет также

проходить и через общий центр
двух окружностей (рис.10). Рис 10
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Рис 11

Из этого утверждения следует,
что в случае «верхнего» (на
рисунке) треугольника

ZBXOCX = -ZBxICx =60°,

так как вписанный угол равен

половине центрального. По той же

причине для «нижнего»

треугольника получим ZBXOCX = 120° . Для
доказательства самого утверждения

воспользуемся следующим легко

проверяемым свойством

правильного треугольника. Пусть 1Х
-

центр окружности, касающейся

сторон АВ и АС правильного

треугольника ABC в точках В и С

соответственно, а К
-

середина
стороны ВС. Тогда точка К делит отрезок А1Х в отношении

3:1, причем 1ХК равен половине радиуса этой окружности

(рис.11).
Теперь докажем основное утверждение (рис.12).
Проведем прямую АО и отметим точки Р и Q ее

пересечения с окружностью единичного радиуса. Точки М, Ох и К

делят отрезок А1Х на четыре
одинаковые части, каждая из которых

равна R/2, где R
-

радиус
окружности, касающейся сторон АВ и АС

в точках В и С. Мы хотим

доказать, что IXO = R . Из условия

следует, что точки Р и О делят
отрезок AQ на три равные части,

поэтому из теоремы, обратной
теореме Фалеса, следует, что отрезки

МР и KQ параллельны. Но ZPKQ
прямой, как опирающийся на

диаметр, поэтому прямым будет и ZMPK •

Медиана прямоугольного треугольника, проведенная из

вершины прямого угла, равна половине гипотенузы, поэтому

ОХР = ОХМ = ОХК -
—

. Теперь осталось только заметить, что

отрезок ОХР является средней линией треугольника А1ХО и,

значит, равен половине 1ХО.
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Рис 13

Второе решение. (М.Осечкина)

Рассмотрим, например, случай,
когда точки О и А лежат в одной

полуплоскости относительно прямой
ВС (рис.13).

Пусть К -

середина ВС, G -

точка пересечения медиан

треугольника ABC. Продолжим отрезок ОК

до пересечения с большей

окружностью в точке Ох. По условию, ВК
=

= КСt ОК = КОХ, поэтому

четырехугольник ВОСОХ является

параллелограммом. Далее, заметим, что G будет также

центроидом (точкой пересечения медиан) и треугольника АООХ,
поскольку АК

—

медиана этого треугольника, и AG : GK =

= 2 : 1. И так как треугольник равнобедренный, то медиана OG

является также биссектрисой, откуда следует равенство

треугольников AGO и OXGO . Следовательно, GA = GOt = GB =

= GC, т.е. точки Л, Б, С, Ot лежат на одной окружности, а

значит, ZBOXC = 180° - Z.BAC = 60°. Аналогично рассматривая
и второй случай, получим 120°.

Третье решение. (М.Лысов) Это, пожалуй, наиболее

элегантное, решение основано на использовании следующей
классической теоремы элементарной геометрии. Пусть имеется

некоторый отрезок АВ на плоскости и

некоторое положительное число

к. Тогда геометрическое место

ЛХ
1

точек X, таких что -—■
= К, есть

ВХ

некоторая окружность. Если Р и

Q -

точки, которые делят

отрезок АВ в отношении X

(внутренним и внешним образом), то эта

окружность совпадает с

окружностью, построенной на отрезке
PQ как на диаметре. Она

называется окружностью Аполлония

(рис.14).
Поскольку из условия нашей задачи сразу следует, что

AG/KG = АВ/КВ = АС/КС = АО/КО = 2, отсюда вытекает,

что точки В, G, О, С лежат на окружности Аполлония для

отрезка АК и X = 2. Понятно также, что ZBGC = Z.BOC (или

180° - ZBOC ).

Рис 14
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Рис 15

8. Третий прямоугольник также

будет квадратом. Доказательство
основано на следующем свойстве

квадрата. Пусть точки А и С

лежат на одной паре
противоположных сторон квадрата, aBuD-на
другой. Тогда условия АС 1 BD и

АС = BD являются равносильными

(рис.15).
Это сразу следует из равенства

прямоугольных треугольников,
показанных на рисунке. Проведем

далее в нашем четырехугольнике, вписанном в два квадрата, из

точки А прямую, перпендикулярную BD, и отметим ее точки

пересечения с соответствующими

сторонами квадратов: Сх и С2 (рис.16).
Из указанного выше свойства

квадрата вытекает, что АСХ = BD и

АС2 = BD, т.е. АСХ = АС2 и точки

Ct , C2 должны совпадать. Но у

двух сторон квадратов, содержащих

эти точки, имеется только одна

общая точка
- С. Значит, построенный

нами перпендикуляр совпадает с АС,
и, следовательно, диагонали

четырехугольника ABCD равны и пер-
Рис 16

пендикулярны. Очевидно, что если четырехугольник с таким

свойством вписан в прямоугольник, то прямоугольник является

квадратом.

9. В терминах векторов, нам нужно доказать, что 2РМ = РО .

Как известно, если G -

точка пересечения медиан некоторого

треугольника ABC, то для произвольной точки Р выполняется

равенство: 3PG = РА + РВ + PC . С учетом этого свойства,

задачу можно переформулировать следующим образом. Пусть
имеется правильный треугольник АВС_и произвольная точка Р.

Рассмотрим векторы РЛ, РБ, PC, а также три вектора

па \Рj, пь \Р) и пс уР), начало каждого из которых
расположено в точке Р, а конец на основании перпендикуляра, опущенного
из точки Р на сторону треугольника. Тогда

2{па (Р) + пь (?) + пс (Р)) = РА + РВ + ГРС .

Для доказательства рассмотрим еще шесть векторов, каждый
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Рис 17

из которых лежит на прямой,
параллельной стороне треугольника
и проходящей через точку Р

(рис.17).
Начало каждого такого вектора

расположено в точке Р, а конец на

одной из сторон треугольника. (На

рисунке изображен случай, когда

точка Р лежит внутри

треугольника). Через эти векторы легко

выразить как векторы, соединяющие Р с

вершинами, так и векторы с

концами в основаниях перпендикуляров, поскольку параллельные
линии разбивают треугольник на правильные треугольники и

параллелограммы. Как видим, наше утверждение доказано.

Легко также убедиться в том, что

эти же рассуждения проходят и в

случае, когда точка Р расположена
вне треугольника ABC.

10. Пусть АВфАС. Проведем

отрезок В'С так, чтобы

/ЛС'В' = /ЛСВ (рис.18).
Ясно, что треугольники ABC и

АВ'С' подобны, при этом В'С не

параллелен ВС. Отметим середину

отрезка В'С -

точку М, и

достроим треугольник АВ'С до параллелограмма АВ'А'С. Далее

найдем точку Ах пересечения AM и ВС и построим

параллелограмм АВХАХСХ. Отрезки АХСХ, ВХАХ и ВХСХ осуществляют
искомое разрезание.

Замечание. В сущности, приведенное решение использует
так называемую симедиану треугольника. Симедианой

называется прямая, симметричная медиане относительно биссектрисы
угла треугольника, через вершину которого проходит медиана.

Назовем параллелью (к стороне ВС) треугольника любой

отрезок PQ с концами на прямых АВ и АС, параллельный ВС.

При этом, понятно, /APQ = /ЛВС и /AQP = /ЛСВ .

Назовем антипараллелью (к стороне ВС) треугольника любой
отрезок RT с концами на прямых АВ и АС, такой, что

/ART = /ЛСВ и /ATR = /ЛВС . (Как несложно проверить,

в частности, антипараллелью является отрезок, образованный
основаниями соответствующих высот треугольника.)
Очевидно, что отрезок является параллелью тогда и только тогда,
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когда соответствующая медиана делит его пополам. Поскольку
симметрия относительно прямой сохраняет углы и длины

отрезков, из этого утверждения вытекает следующая лемма:

отрезок является антипараллелью тогда и только тогда, когда

соответствующая симедиана делит, его пополам (рис.19).
А

А

Ао
Рис 19 Рис 20

Теперь осуществим искомое разрезание (рис.20).
Допустим, что АВ * АС . Пусть ААХ

-

симедиана

треугольника, АХСХ и АХВХ
-

параллели к сторонам АС и АВ

соответственно. Поскольку АХСХАВХ
-

параллелограмм, то его

диагонали делятся точкой пересечения пополам, т.е. середина СХВХ
лежит на симедиане, и потому, согласно лемме, отрезок СХВХ
является антипараллелью. Легко проверить, что треугольники

AxBxCXt АВХСХ, СХВАХ и ВХАХС подобны треугольнику ABC и не

все одинаковы (так как, понятно, для неравнобедренного
треугольника основание симедианы Ах не совпадает с серединой ВС.
Можно даже показать, что ВАХ/САХ = АВ2/АС2 -

еще одно

интересное свойство симедианы).
11. Наименьшее значение п = 5. Покажем сначала, что

никакой прямоугольник (в частности, квадрат) нельзя разрезать
ни на 2, ни на 3, ни на 4 прямоугольника с различными

сторонами. Очевидно, что если прямоугольник разрезан на 2

прямоугольника, то у них есть общая сторона. Пусть, далее,

прямоугольник разрезан на 3 прямоугольника. Тогда один из

них содержит две вершины исходного прямоугольника (так как

три прямоугольника должны накрыть все 4 вершины

исходного), и мы свели задачу к предыдущему случаю (оставшаяся часть

-

прямоугольник, который необходимо разбить на два).
Наконец, допустим, что прямоугольник разрезан на 4

других. Имеем две возможности - либо один из прямоугольников

разбиения содержит две вершины исходного (и мы сводим

задачу к разрезанию прямоугольника на 3 части), либо
каждый из прямоугольников разбиения содержит по 1 вершине
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исходного. В последнем случае

рассмотрим 2 прямоугольника,

содержащие соседние вершины

(рис.21).
Они должны соприкасаться

(так как очевидно, что если бы

был «зазор» между ними, то его

нельзя было бы покрыть двумя

прямоугольниками, содержащими
остальные две вершины исходного). Рассмотрим тот

прямоугольник из оставшихся, который содержит точку Р. Он не может

содержать вершину С, следовательно, он содержит вершину D

и, значит, имеет общую сторону с

первым прямоугольником.

Предъявим теперь одно из

возможных разрезаний квадрата на

5 различных прямоугольников

(рис.22).
12. Пусть ABCD

- искомый

четырехугольник, Р, Q, R, S, X,
Y -

середины отрезков АВ, ВС,

CD, DA, AC, BD соответственно.

Так как QX, SY -

средние линии

треугольниковABC иABD, то QX =

= YS = а/2. Аналогично, QY =

= ХС = с/2. Следовательно, зафиксировав точки X и У и

построив треугольники XYQ и XYS, мы найдем точки Q и S.

Аналогично находятся точки РиЯ.

Проведя теперь через Р, Q, R, S

прямые, параллельные,
соответственно, QX, PX, QY, PY,
получим искомый четырехугольник

(рис.23).
13. Пусть Р

-

точка пересечения

перпендикуляров к АС в точке Е и

к ВС в точке F. Когда D движется

по АВ, стороны четырехугольника
DEPF сохраняют направления, и, так как три вершины

четырехугольника движутся по прямым, четвертая также движется по

прямой. Следовательно, середина отрезка СР, являющаяся

центром описанной окружности треугольника CEF, также

движется по прямой (рис.24). Значит, все эти окружности имеют

общую хорду, т.е., помимо С, еще одну общую точку Q.
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Рис 24

Поскольку хорда EF стягивает

постоянный угол С, то ее длина будет
минимальной при минимальном

радиусе описанной около CEF

окружности. Однако среди всех

окружностей, содержащих общую хорду, ми-

С нимальный радиус, очевидно, будет
иметь та из них, для которой эта

хорда CQ является диаметром.

Отсюда вытекает, например,

следующий способ построения точки D.

Проведем через А прямую, параллельную /2 , и найдем точку U
ее пересечения с ВС. Через В проведем прямую, параллельную

/2 , и найдем точку V ее пересечения с АС. Пусть Q
-

вторая
точка пересечения окружностей, описанных около АСU и ВСV,
Е -

вторая точка пересечения окружности с диаметром CQ и

прямой АС. Тогда прямая, проходящая через Е и параллельная

1Х , пересекает АВ в искомой точке.

14. Первое решение. Назовем треугольник АХВХСХ чевиан-

ным треугольником точки Р. Оказывается, любой треугольник
ABC можно подходящим аффинным преобразованием перевести
в некоторый остроугольный треугольник А'В'С , так что точка

Р переходит в его ортоцентр, а чевианный треугольник Р -

в

ортотреугольник (треугольник, образованный основаниями

высот; рис.25).

Рис. 25

Действительно, возьмем произвольный отрезок В'С и

отметим на нем такую точку А[, что В'А[1А[С = BAxjAxC , а затем

восставим в этой точке перпендикуляр к В'С . На этом

перпендикуляре построим точку Aq такую, что ZB'AqC = — (точка
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пересечения перпендикуляра с

окружностью, построенной на £'С,
как на диаметре, рис.26).

Далее, рассмотрим точку А" на

этом перпендикуляре и опустим

высоту В'В[' на Л"С. Если Л"

расположена близко к точке А$ , то

отношение С'В"1В"А" очень

велико, а если Aq удаляется по

перпендикуляру на бесконечность, то это

отношение стремится к нулю. Из

соображений непрерывности

следует, что найдется некоторая точка А'

на перпендикуляре, такая что

С'В['1В['А' = СВХ/ВХА .

Соответственное равенство третьей пары
отношений гарантировано теоремой
Чевы. Как известно, для любых двух

я

Рис 26

треугольников ABC и А'В'С существует единственное

аффинное преобразование, отображающее первый треугольник на

второй. Поскольку аффинное преобразование прямые переводит
в прямые, а также сохраняет отношение длин отрезков, мы

нашли аффинное преобразование, переводящее чевианный

треугольник в некоторый ортотреугольник. Кроме того, аффинное
преобразование сохраняет и отношение площадей. Сказанное

означает, что нам достаточно доказать утверждение задачи для

остроугольного треугольника и его ортоцентра. Не ограничивая

общности, будем считать, что площади треугольников АВХСХ,
АХВСХ, АХВХС соответственно равны Sx, S2 и 53 . Эти

треугольники подобны исходному с коэффициентами cos ZA , cos ZB,

cos ZC соответственно, поэтому, поскольку все углы острые,

косинусы положительны и убывают. Из последней цепочки

что ZC<-<ZA. Докажем теперь, чтонеравенств следует,

ylsxs2 < s.

После возведения в квадрат и деления числителя и

знаменателя на 52 получим

cos2ZAcos2Z£

(l - cos2 ZA - cos2 ZB - cos2 ZC)
Но, как нетрудно проверить, в любом треугольнике имеет место

равенство:

1 - cos2 ZA - cos2 ZB - cos2 ZC = 2 cos ZA cos ZB cos ZC ,
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поэтому наше неравенство равносильно
— < cos2 Z.C , т.е. Z.C < —

.

4 о

Аналогично доказывается, что ^S2S3 > S .

Второе решение. Не ограничивая общности, будем считать,

что площади треугольников АВХСХ, АХВСХ, АХВХС
соответственно равны Sx, 52 и 53 (рис.27).

Пусть точка Р имеет

(относительно треугольника ABC) норми-

рованные барицентрические
координаты (р, q, г) , т.е. р + q + г =

= 1. Поскольку Р расположена

внутри треугольника, то р, q, г
-

поло-

^ ж
жительные величины. Выразим че-

**
Ах

С рез них 5t/5 . Обозначим через А2
рис 27 точку пересечения ВХСХ и ^At.

Поскольку треугольники АВХСХ и

Д^С) имеют общее основание, то, очевидно, Sx/S = АА2/АХА2 .

Далее, понятно что А2 имеет координаты (2р : q : г) (центр масс

системы 2рЛ и (<7 + г) А| расположен на прямой ААХ, а системы

(p + <7)Q и (р + г)Д -

на прямой BtCt), откуда по правилу

рычага имеем АА2/АХА2 = (q + r)/2p = (1 - р)/2р . Совершенно

аналогично, S2/S = (1 - q)/2q и 53/5 = (1 - г)/2г . Поскольку
Sx < S2 < S3 , отсюда следует, что p>q>r.C учетом равенства

р + q + г = 1 имеем также р> — >г. Докажем теперь, что
. о

Подставляя полученные выше значения отношений,

получаем (1 - р){\ -q)< Apq , т.е. г <3pq . Но — >-->-. Точно
Т j Г о

так же доказывается, что yJS2S3 > S (используя неравенство

Замечание. Идеи, на которых основывалось доказательство,
можно реализовать, не используя геометрию масс. Например,
ввести отношения а = ВАХ/САХ , р = СВХ/АВХ , у = АСХ/ВСХ и с

помощью теоремы Фалеса (проводя соответствующие
параллели) выразить через них отношения площадей.

Третье решение. (Е.Авксентьев) Следующее симпатичное

решение основано на так называемой теореме Мёбиуса. Пусть Р
-

произвольная точка внутри треугольника ABC. Обозначим

через Ах, Вх и Сх точки пересечения прямых АР, ВР и СР
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соответственно со сторонами ВС, СА, АВУ а площади
треугольников АВХСХ, АХВСХ, АХВХС и АХВХСХ

-

через Sx> S2>

S3 и S соответственно. Тогда S3 + (Sx + S2 + S3)S2 -

-4S1S2S3 =^- Ото несложно доказать, используя, например,

найденные нами отношения площадей в предыдущих
рассуждениях.) Рассмотрим функцию

Ф(х) = х3 + (Sx + 52 + S3)x - 3SXS2S3 .

По теореме Мёбиуса Ф(5) = 0. Кроме того, очевидно, что Ф(х)
возрастает на (0; + «>) (как сумма двух возрастающих функций).

Поэтому нам достаточно показать, что Ф {JSXS2) < 0 < Ф Us2S3 \.
Но

Ф(л/ад) = SiS2(y[S& +5t +52 -353),
а

(среднее геометрическое двух положительных величин не

превосходит их среднего арифметического). Второе неравенство
доказывается аналогично.

15. Рассмотрим поворотную гомотетию с центром в начале

1 п

координат, коэффициентом ~~щ и углом поворота
—

. Если

квадрат радиуса данной окружности
-

четное число, то все ее

целые точки переходят в целые, и мы получаем искомую

окружность. Если квадрат радиуса
-

нечетное число, то все

целые точки переходят в центры единичных квадратов с

вершинами в целых точках, и искомая окружность получается после

переноса на вектор -;
-

. Это достаточно очевидно из

наглядных соображений
-

на рисунке 28

изображено действие на

целочисленную решетку сначала сжатием, а потом

поворотом.
Чисто формально, точка с

координатами \х\ у) под действием
указанных поворота и растяжения

переходит в точку с координатами

\

. Если квадрат
\

Рис 28
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радиуса
-

четное число, то х и у одной четности, поэтому х',
2 2

у' -

целые и х'2 + у'2 = — = R2J2. Если же квадрат

радиуса
-

число нечетное, то четность х и у различна, поэтому

после сдвига на вектор I т:'» т: I получим целую точку [х"\ у") и

НУ-НГ-f
16. Треугольник, удовлетворяющий условию задачи,

равнобедренный с углами при основании, равными arccos-
. Пусть

4

ABC - исходный треугольник, Ах , Вх, Сх
-

середины сторон

ВС, СА, АВ соответственно. Так как треугольники ABC и АХВХСХ
гомотетичны относительно общего центра тяжести М (с

коэффициентом -—), а центр О описанной окружности треугольника

ABC является ортоцентром треугольника АХВХСХ, точка М лежит

на отрезке ОН (Н -

ортоцентр треугольника ABC) и НМ = 2МО

(прямая, содержащая эти три центра, называется прямой
Эйлера треугольника ABC).

Поэтому если точка / (центр вписанной окружности) не

лежит на одной прямой с тремя остальными точками, то можно

однозначно установить роль каждой из точек в треугольнике
ABC. Отметим, что эта прямая проходит не более чем через одну

вершину треугольника, так что можно считать, что точки Аи В

не лежат на ней. Так как ZOBA = ZHBC = ZC , BI является

биссектрисой угла НВО. Значит, точка / лежит на отрезке ОН,

причем О/ = 21Н (иначе роль точек устанавливается

однозначно). По свойству биссектрисы получаем, что ВО = 2ВН.

Рассуждая аналогично, получим, что АО = 2АН. Таким образом, АН =

= ВН = R/2, где R
-

радиус описанной около ABC окружности.
Заметим теперь, что из гомотетии, указанной в начале решения,

следует также, что АН = 2ОАХ (и эти отрезки параллельны).
Понятно, кроме того, что OAt=/?cosZ/l. Поэтому

АН = 2R cos ZA и cosZA = -
. Точно так же доказывается, что

1
4

4
17. Согласно известной теореме Штейнера, если на плоскости

фиксирована окружность с отмеченным центром, то одной
линейкой можно построить все то же самое, что и линейкой с
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циркулем. Но применение стандартных методов, не

учитывающих особенностей заданной в условии конструкции, требует
изрядного количества «шагов». Естественно, требовалось при
построении ограничиться минимальным количеством линий.

Оказывается, можно обойтись всего лишь четырьмя! Сразу
заметим, что если АВ =АС, то построение очевидно (К совпадает
с точкой, диаметрально противоположной точке Р), и будем
рассматривать случай, когда АВ * АС .

Построение: 1. Проведем прямую ВС. 2. Проведем прямую

QR и отметим точку Т пересечения этой прямой с прямой ВС. 3.

Построим точку Pd, диаметрально противоположную точке Р.

4. Проведем прямую PdT и

отметим точку К -

вторую

точку пересечения этой

прямой с вписанной

окружностью. Точка К и есть искомая

(рис.29).
Доказательство:

Понятно, что точка Т будет делить

отрезок ВС в том же

отношении, что и точка Р (по теоре- рИС 29
мам Чевы и Менелая). Пусть
интересующая нас окружность построена. Тогда КР

-

биссектриса угла ВКС (по известной лемме Архимеда: пусть прямая

пересекает данную окружность в точках В и С; рассмотрим
произвольную окружность, касающуюся данной в точке К, а

прямой ВС в точке Р; тогда прямая КР проходит через
середину одной из двух дуг ВС).

По свойству биссектрисы, ВР/СР = KB/КС = X ф 1.

Поэтому точка К лежит на окружности Аполлония (см. решение
задачи 7, способ 3) для отрезка ВС с отношением X,

построенной на РТ как на диаметре, т.е. ZTKP = 90° или, что то же,

ZPKPd = 90° . Из этих рассуждений следует обоснование

нашего построения.

18. Первое решение. Покажем, что эти прямые

пересекаются в точке, лежащей на окружности Эйлера. (Напомним, что

окружностью Эйлера треугольника ABC называют окружность,

описанную около его серединного треугольника, т.е.

проходящую через середины его сторон. На этой окружности также

лежат основания высот и середины отрезков, соединяющих

ортоцентр с вершинами.) Пусть ABC -

треугольник,
образованный прямыми 1{, Я

-

его ортоцентр. Тогда середины ОХО2 ,

О2О3 , О3О{ совпадают с серединами отрезков АН, ВН, СИ (в
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Рис 30

дальнейшем будем обозначать их

Ах, Вх, Сх ) и, стало быть,
лежат на окружности Эйлера

треугольника ABC. Действительно,

стороны треугольника ОХО2О3
параллельны средним линиям

треугольника ABC и вдвое

больше их, поскольку переводятся

друг в друга гомотетией с

центром в О и коэффициентом 2.

Следовательно, треугольник

ОХО2О3 центрально симметричен
ABC. Значит, прямая,

проходящая через С и середину ОХО2, параллельна прямой,
проходящей через О3 и середину АВ, т.е. совпадает с высотой

треугольника ABC, а Н является центром гомотетии ABC и АХВХСХ
(рис.30).

Пусть, далее, М
-

произвольная точка, D
-

середина МХМ2.
Тогда DCX = \DOX + DO2\ 2 и, так как МХОХ и М2О2
получаются друг из друга поворотом вокруг точки С на угол 2ZC , DCX

образует с каждым из них угол, равный ZC . Кроме того, МХОХ
и М2О2 переходят в МО при симметрии относительно СВ и СА,

соответственно, поэтому DCX и МО

образуют равные углы с

биссектрисой угла С (а значит, равные углы и

с биссектрисой угла Сх в

треугольнике АХВХСХ, рис.31).
Проведя аналогичные

рассуждения для двух других середин,
приходим к выводу, что прямые,

соединяющие Ах,Вх>Схс
серединами сторон треугольника

МХМ2М3, симметричны
относительно биссектрис треугольника

АХВХСХ прямым, проходящим

через Ах, Вх, Сх и параллельным
ОМ. В заключение воспользуемся следующей классической

теоремой планиметрии. Тройка прямых, выходящих из вершин

треугольника, пересекается в одной точке, расположенной
на описанной около этого треугольника окружности, тогда и

только тогда, когда прямые, симметричные данным
относительно биссектрис соответствующих углов, параллельны.
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(Несложное доказательство использует простой подсчет

углов).
Согласно этой теореме, тройка прямых в нашей задаче

пересекается на описанной около треугольника АХВХСХ
окружности, т.е. на окружности Эйлера исходного треугольника.

Второе решение. (Е.Авксентьев) Итак, ABC
-

треугольник,

образованный прямыми /,;, Н
-

его ортоцентр и А', В', С -

основания высот, опущенных на стороны ВС, СА, АВ,
соответственно. Дадим теперь следующее определение: Пусть имеются

две подобные фигуры Ч^ и Ч*2 и некоторое преобразование
подобия 9i у переводящее одну фигуру в другую. Скажем, что

две фигуры Ot и Ф2 одинаково расположены относительно *Ft
и ¥2, если преобразование <Н также переводит Фх в Ф2 . Теперь
докажем, что точки М[ (середина М3М2 ) и М одинаково

расположены относительно треугольников АВ'С и ABC (как

известно, эти треугольники подобны с коэффициентом ,

cos jlA.

причем подобие это можно представить как композицию осевой

симметрии относительно биссектрисы угла А и гомотетии с

центром в А -

см. замечание к решению задачи 10). Для этого

достаточно показать, что АМ[ = AM/cosZA (отношение
расстояния от отрезка до его образа равно коэффициенту подобия) и

что отношение расстояний от точки М[ до АВ и АС обратно
пропорционально отношению расстояний от М до тех же сторон
(т.е. прямая АМ[ при

симметрии относительно биссектрисы
угла А переходит в прямую АМ\

рис.32).
Так как M[Q

-

средняя
линия треугольника М2ММ3, то

она перпендикулярна АВ. Из тех

же соображений М[Р
перпендикулярна ЛС, поэтому М[
-ортоцентр треугольника APQ, а

значит, АМ[ = 2р cos ZA , где р
-

Рис 32

радиус окружности, описанной

околоAPQ (как было показано в решении задачи 16). Очевидно,
что р = АМ[/2 . Равенство же обратных отношений до сторон

вытекает из подобия закрашенных на рисунке треугольников.
Точно так же доказывается, что М2 и М одинаково

расположены относительно А'ВС и ABC, а М'ъ и М -

относительно

А'В'С и ABC. Теперь, если в качестве М мы выберем точку О
-

центр описанной около ABC окружности, то, очевидно, точки
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Q'» P2» OS будут серединами отрезков, соединяющих

ортоцентр Н треугольника ABC с его вершинами. (Поскольку
прямые, соединяющие вершину треугольника с Я и О,
симметричны относительно соответствующей биссектрисы,

- факт, с

которым мы уже сталкивались при решении задачи 16, -

и

потому, например, точка О[ лежит на прямой АН. Кроме того,

АО = R и АН = 2RcosZA , значит, АО[ = АН/2 и т.д.) Из
доказанной нами одинаковой
расположенности следует, что прямые

О[М[, О2М2 и О3М3 одинаково

расположены относительно

треугольников АВ'С , А'ВС и

А'В'С (рис. 33).
Кроме того, понятно (ведь при

подобии треугольников
соответственные элементы переходят в

соответственные, и, значит,

центры описанных окружностей друг в

друга), что и прямые О[А',
и О3С одинаково расположены относительно тех же

треугольников, причем все эти точки находятся на одной окружности
-

окружности Эйлера треугольника ABC. Наконец, отсюда

заключаем, что углы между парами О[М[ и О[А', О2М2 и О2В',
О3М3 и РзС одинаковы.

Таким образом, мы показали, что прямые О[М[ , О2М2 и

О3М3 пересекаются в одной точке, расположенной на

окружности Эйлера исходного треугольника.

19. а) Из любой точки внутри лунной орбиты можно

допрыгнуть до любой другой точки внутри лунной орбиты за два

прыжка. Для этого оба раза надо прыгнуть относительно Луны,
сначала в момент, когда Луна находится в точке Ц , а второй раз
-

когда Луна в точке L^ . После двух прыжков летающая тарелка

переместится на вектор 21^1^ •

Для любых двух точек X и У внутри орбиты можно найти

хорду ЦЬ2 , такую что XY = 21^1^ . Эту хорду можно,

например, построить, проведя диаметр, параллельный ХУ, и отложить

на нем отрезок длиной ХУ/2, середина которого совпадает с

центром окружности, а затем из концов этого отрезка провести

перпендикуляры, которые и отсекут искомую хорду.
А можно рассмотреть гомотетии с центрами в точках X и У и

коэффициентом 2. Образы лунной орбиты при этом должны

пересечься, поскольку если радиус лунной орбиты R и центры

образов Ох , Оу , то ОхОу < XY + 2(XZ + YZ) < AR (рис.34).
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Рис 34

б) Пусть начальное положение

Луны
-

Lq , конечное
-

Ц. Будем
рассматривать пару прыжков
сначала относительно Земли, а потом

относительно Луны как двойной

прыжок. При этом тарелка

перемещается на вектор 2ZL , конец этого

вектора
-

точка Т - будет лежать на

дуге окружности totx с центром в Z

и радиусом вдвое большим, чем

радиус орбиты_Луны. Будем такие вектора в дальнейшем
обозначать просто Т . Мы прыгаем мгновенно, значит, в любой момент

времени мы можем прыгнуть на целое число прыжков kT (чтобы

прыгнуть на вектор -Т, сначала

надо прыгнуть относительно Луны,
а потом относительно Земли).
Теперь, чтобы из точки X попасть в

точку У, надо представить вектор

ХУ как конечную сумму векторов,
состоящих из слагаемых вида к{Г{ ,

fc, e Z, а Т{
-

некоторый набор
точек на дуге tott, расположенных
последовательно друг за другом

(рис.35).
Сначала представим XY в виде

суммы vx + v2 , так чтобы оба этих

вектора были бы перпендикулярны некоторым радиусам

нашего сектора. Это можно сделать, положив г^ = A,(?t-?0) ,

v2 = ХУ -

vx. Поскольку щ перпендикулярен «серединному»

радиусу при всех значениях \ и при увеличении \ по модулю

д2 стремится к -vt, то при достаточно большом X v2 также

будет перпендикулярен некоторому радиусу. Очевидно, что

найдутся достаточно большие по модулю целые щ и тп2

и некоторые точки на дуге Тх, Т2 , Т3, Г4, расположенные

Рис 35

что ипоследовательно и такие,

v2 = тп2 \Т3 -

Т4). Искомое представление получено.

20. Пусть R, г
-

радиусы описанной и вписанной сферABCD,
О —

центр описанной сферы ABCD, L —

центр описанной

окружности треугольника ABC, H
-

проекция / на плоскость

ABC. Из условия следует, что Он D' лежат на перпендикуляре
к плоскости ABC. проходящем через L, поэтому прямые OD' и
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IH параллельны. Кроме того, D'A = D'l (как радиусы сферы,
описанной около IABC), ОА = R, IH = г.

Дважды применим теорему косинусов
-

к треугольникам

AD'O и OD7 :

R2 = D'A1 + D'O2 - 2D'A D' cos ZAD'O ,

O/2 = D72 + D'O2 - 2D7 • D' cos ZID'O .

Вычитая из первого равенства второе, получим:

R2 - OI2 = 2D'O (D'A cos /AD'O - D'l cos ZID'O).
Следовательно, D'O = I/?2 - IO2\ 2r . Аналогично

доказывается, что и точки А', Б7, С удалены от О на такое же расстояние.
Таким образом, сферы ABCD и A'B'C'D' концентричны (т.е. их

центры совпадают) и D'O = р
-

радиус сферы, описанной около

A'B'C'D'. Докажем, что р > R . Для этого проведем плоскость

DOI. Она пересекает описанную и вписанную сферу по

окружностям с центрами О, / и радиусами R, г , а тетраэдр
-

по

некоторому треугольнику. Вершина D этого треугольника лежит

на большей окружности, а из двух других вершин по крайней
мере одна лежит внутри этой окружности. Кроме того, меньшая

окружность целиком лежит внутри этого треугольника и внутри

большей окружности.

Поэтому, если провести через D хорды DXX и DYj большей

окружности, касающейся меньшей, то меньшая окружность
окажется строго внутри треугольника DX{YX. Будем теперь

«раздувать» меньшую окружность, сохраняя центр и

увеличивая радиус. Из соображений непрерывности следует, что

наступит момент, когда «раздутая» окружность (некоторого радиуса
г' ) будет вписана в треугольник DX'Y', образованный парой
касательных с вершиной в D. Этот же треугольник будет вписан

в большую окружность, поэтому для него выполняется

классическое соотношение, выражающее расстояние между центрами
вписанной и описанной окружности через их радиусы (так

называемая формула Эйлера):
ОГ = R2- 2Rr'.

Следовательно, г' = yR2 - OA2jj2R . Понятно также, что г' > г .

Задача решена.
21. а) Рассмотрим развертку тетраэдра в виде правильного

треугольника и докажем, что кратчайший путь из его центра в

любую точку будет на этой развертке отрезком. Пусть О
-

центр

грани ABC t X
-

точка на грани ABD и некоторый путь изОвХ

пересекает сначала ребро АС. Если продолжить этот путь на
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развертке, мы попадем в

некоторую точку на ребре AD. Но в

эту точку ведет и симметричный
путь через ребро АВ, через

которое в X можно попасть

напрямую (рис.36).
Поэтому площадь, которую

накроет цунами, есть разность

между площадью круга радиу-

D
С В

D

Рис 36 Рис 37

сом 600 км и утроенной площадью сегмента (рис.37).

ОС 900 л/3
cos ZPOC =

к

OP 600V3 2

значит, ZPOQ =
~.

«з

Площадь сегмента есть разность площадей сектора и

треугольника:

Следовательно, площадь цунами

п. 6002 - - • 60021 - - —I = 180000л + 270000л/3
2 I3 2>

„

б) Рассматривая «двойную»
развертку тетраэдра и рассуждая
как в предыдущем случае,
убеждаемся в том, что кратчайшие пути
лежат внутри закрашенного

прямоугольника (рис.38).
Площадь, которую накроет

цунами, есть разность площади

круга и удвоенной площади Рис 38



сегмента:

ZPOA = arccos = arccos- ;

PQ = 2POsin ZPOA = ЗООл/7 ;

5sec = 2 180000arccos- - 67500V7 •

seg
4

S = n • 6002 - 720000arccos- + 135000V7 =

4

= 720000 arcsin 34 + 135000^7 .

22. Пусть ABCD
- данный тетраэдр, А', В', С" ,

D' -

центры тяжести граней BCD, CDA, DAB, ABC. Оказывается,

грани тетраэдра, образованного центроидами, параллельны
соответственным граням исходного тетраэдра. Так, например,
плоскость ABC параллельна плоскости А'В'С и т.д.

Действительно, пусть точки Р и Q -

середины АС и АВ. Так

как центроид делит медиану в отношении 2:1, то по теореме,

обратной теореме Фалеса, В'С \\ PQ . Но PQ \\ ВС как средняя

линия, следовательно, В'С || ВС . Точно так же, А'С || АС и,
по признаку параллельности двух плоскостей, грани
параллельны. Поэтому перпендикуляры, восставленные из точек А', В',
С , D7 к соответствующим граням ABCD} являются высотами

тетраэдра A'B'C'D'. По теореме о трех перпендикулярах их

проекции на плоскость грани А'В'С

являются высотами этой грани и,

значит, пересекаются в одной точке. Но

тогда их проекции на параллельную
плоскость ABC также пересекаются в

одной точке.

23. Например, это можно сделать

следующим образом, рассмотрев

развертку куба, показанную на

рисунке 39.

24. Первое решение. Пусть АВС
-

данный треугольник. Построим на

каждой его стороне во внешнюю сторону

дуги, вмещающие угол ф. Покажем,
что на дугах ВС, СА, АВ найдутся

точки X, У, Z соответственно, такие что AZ = AY, BZ = ВХ,
СХ = CY. Пусть АС - наибольшая сторона треугольника,
АВ -

наименьшая. Возьмем произвольную точку Z на дуге АВ,
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найдем на дуге ВС точку X, такую, что ВХ = BZ (X определяется

однозначно, так как АВ < ВС ), и построим точку У, лежащую
по разные стороны с Б от прямой АС и такую, что AY = AZ,
СУ = СХ. При Z

= В имеем ЛУ = АВ, СУ = СВ. Следовательно,
ZAYC = ZB < ф и У лежит вне сегмента, построенного на АС

(рис.40,я).

Рис 40

При Z = А точка У не существует, так как АС > ВС.

Следовательно, при некотором промежуточном положении

точки Z точка У попадает на дугу АС (рис.40,б).
Осталось доказать, что из треугольников ABC, ABZ} BCXt

АСУ можно склеить тетраэдр, т.е. что хотя бы в одной из вершин

А, В, С угол треугольника ABC меньше суммы примыкающих к

той же вершине углов двух других треугольников. Если это не

так, то ZA + ZB + ZC > Зя - Зф > Зя - 2я = я
-

противоречие.
(Мы воспользовались известной теоремой стереометрии: три
плоских углов с общей вершиной образуют трехгранный угол
тогда и только тогда, когда любой из них меньше суммы двух

других).
Второе решение. (Н.Печёнкин)

Для каждого из отрезков АВ, ВС и

СА построим на плоскости

множество точек, из которых эти отрезки

видны под углом ф
-

получим 6 дуг.

Для ВС пусть это множество cofl ,

для АС
-

cty, и для АВ -

сос. К, L,
М -

точки пересечения этих

множеств (рис.41). Очевидно,
существует область, лежащая внутри всех

трех областей с границами из двух

дуг (этой области, например, при- Рис 41
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надлежит точка Ферма-Торичелли, из которой все стороны
2п

треугольника видны под углом
— ).
о

Понятно, что М лежит в области, ограниченной cofl , L
-

щ ,

а К -

сос. Далее, множество точек пространства, из которых

отрезок ВС виден под углом ср
-

поверхность, получающаяся

при вращении cofl относительно ВС. Обозначим ее Fa.
Аналогично получим еще две поверхности

-

Fb , Fc. Пересечением Fa
и Fb будет некоторая непрерывная кривая, проходящая через С

и К, причем К лежит внутри тела, ограниченного Fc, а С -

вне

его. Значит, линия пересечения Fa и Fb будет также пересекать

и Fc.

Финальный тур

9 класс

1. Так как ZABO = (n- ZAOB)/2 = я/2 - ZADB ,

то ZDAC + ZADB = тс/2 , что равносильно утверждению задачи

(рис.42).
2. Остроугольный треугольник

можно разрезать на три

равнобедренных с равными боковыми

сторонами
-

радиусами описанной ок-

Рис 42

А

Рис 43

В' А' В

ружности. Если треугольник ABC
-

тупоугольный (С -

тупой
угол), то возьмем на стороне АВ точки А'', В такие, что

АВ* = В*С = СА' = А'В , и разрежем треугольник на треугольники
АВ>С, А'В>С и А'ВС (рис.43).

Докажем, что прямоугольный
треугольник ABC {AC = ВС)
разрезать требуемым образом нельзя.

Очевидно, что существует два

существенно различных способа

разрезания треугольника на три:

соединить внутреннюю точку с вер-

Рис 44 шинами или разрезать треуголь-
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ник на два прямой, проходящей через вершину, а затем

повторить эту операцию с одной из двух частей (рис.44).
В первом случае треугольник АХВ может быть

равнобедренным только при АХ
= ВХ, но тогда два других треугольника

равнобедренными не будут. Во втором случае хотя бы один из

получающихся при первом разрезе треугольников должен быть

равнобедренным. Следовательно, первая прямая либо является

биссектрисой прямого угла, либо соединяет точку С с точкой D

на гипотенузе, для которой AD
= АС. Ни в том, ни в другом

случае провести вторую прямую так, чтобы получить нужное

разрезание, невозможно.

3. Пусть К
-

произвольная точка внутри данной окружности.

Хорда, серединой которой является К, перпендикулярна ОК.

Поэтому она пересекает отрезок АВ

тогда и только тогда, когда один из

углов ОКА у ОKB не острый, а

другой - не тупой. Следовательно,
искомое множество состоит из точек,

лежащих внутри или на границе

одного из кругов с диаметрами ОАУ

ОВУ и вне или на границе другого

(рис.45).
4. Пусть Ох

-

середина АС, а

(>2
-

середина BD. Несложно пока-
рис

зать, что точка М -

середина
отрезка ОХО2 (понятно, что М -

центр масс системы 1Л, 1Б, 1С, Ш.

Рассмотрим подсистемы L4, 1Си 1Б, ID, которые эквивалентны

подсистемам 2ОХ, 2О2 ).
Очевидно, четырехугольник, образованный ортоцентрами,

есть параллелограмм, стороны которого лежат на

перпендикулярах, проведенных из вершин четырехугольника к

соответствующим диагоналям. Поэтому Н
-

точка пересечения диагоналей

этого параллелограмма и делит их пополам.

Докажем, что прямая НОХ параллельна ОО2, или, иначе

говоря, перпендикулярна диагонали BD. Рассмотрим прямую,

перпендикулярную этой диагонали и проходящую через Я, и

покажем, что она проходит и через точку Ох. Пусть наша прямая

пересекает отрезок АНА в точке К. Тогда она является средней
линией в треугольнике АН3Н4 , и потому К

-

середина АНА . А

следовательно, наша прямая будет средней линией и в

треугольнике АНАС и потому пройдет через Ох.
Рассуждая совершенно аналогично, убеждаемся в том, что

прямая НО2 параллельна ООХ, т.е. НОХОО2~ параллело-

67



н

грамм, причем М
—

точка

пересечения его

диагоналей (рис.46).
Отсюда следует, что

точки О, М, Н лежат на

одной прямой, и ОМ =

= МН.

5. Из условия следует,
что каждая медиана

больше либо равна сумме

биссектрисы и высоты из той

же вершины. Если между
какой-то медианой и

соответствующей высотой угол не больше 60°, то медиана не больше

удвоенной высоты, а сумма биссектрисы и высоты
-

не меньше,

причем равенство не достигается одновременно. Поэтому из

условия следует, что между каждой медианой и

соответствующей высотой угол больше 60°. Так как в треугольнике
наименьший угол не больше 60°, то какая-то высота проходит вне

треугольника, т.е. он тупоугольный.
Пусть А -

вершина тупого угла, В и С -

остальные две

вершины, AM -

медиана, АН -

высота, причем точка М

принадлежит отрезку ВН. По доказанному /АМН < 30° . Он

равен сумме углов АВМ и ВАМ. Медиана из вершины тупого

угла меньше половины противолежащей стороны. Отсюда

ZABH < 15°.

Высота из вершины В образует угол больше 60° с

соответствующей медианой, а значит и со стороной ВС. Поэтому ZACB < 30°.

Тогда, ZBAC> 180° -15° -30° = 135°.

10 класс

1. Первое решение. Пусть вершина ГУ

параллелограмма ЛBCD' лежит внутри четырехугольника АВCD. Тогда

ZBCA<ZCAD и ZBAC<ZACD.

Следовательно, точки пересечения

противоположных сторон ABCD

лежат на продолжении отрезков АВ и

ВС за точку В. Очевидно, что

вершина с таким свойством в

четырехугольнике ровно одна (рис.47).
Второе решение. Пусть ABCD

-

исходный четырехугольник, ABCD'
-

параллелограмм, лежащий в нем.
Рис 47
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Пусть лучи CD' и AD' пересекают

стороны в точках Сх и А1. Тогда

Рис 48

логично SABC < SACD . Тогда

X\D\j JMjLJ fi\jLJ f\B\j BKsLJ '

т.е. ЛБС -

треугольник
наименьшей площади, образованный тремя

вершинами четырехугольника.

Наоборот, если он таковой, то на

сторонах найдутся точки Д и Сх
такие, что SABC = 5ЛВС1 = 5^BCi =

= $ахвс » и точка пересечения ААХ и CQ будет искомой

(рис.48).
2. Пусть треугольникABC с наибольшим углом С разрезан на

три подобных отрезками АХ, ВХ, СХ. Так как ZAXB > ZACB ,

углу АХВ в других треугольниках могут равняться только углы
АХС и ВХС. Значит, ZAX£ = ZAXC = Z£XC = 120° . Но тогда
АХ = ВХ = СХ и треугольник ABC

-

правильный.
Пусть теперь треугольник разрезали сначала прямой,

проходящей через вершину, на два, а затем один из этих двух еще на

два. Так как два последних

треугольника подобны, они прямоугольные,
т.е. при первом разрезе от исходного

треугольника отрезали

прямоугольный, а затем оставшийся треугольник

разделили на два высотой. Перебрав
все возможные варианты, нетрудно

убедиться, что исходный треугольник
либо равнобедренный, либо

прямоугольный. И в том, и в другом случае
его можно разрезать на любое число

подобных.
3. Пусть X, У -

середины АВ и

CD, Q
-

середина ОР. Тогда рис 4д

XQ2 = (2ОХ2 + 2ХР2 - ОР2)/4 = (2ОХ2 + 2ХА2 - ОР2)/4 =

= (2R2-OP2)/4 =

Таким образом, Q равноудалена от точек X и У, а значит, и от

прямых АВ и CD (рис.49).
4. Первое решение. Пусть О -

центр не сохраняющего

ориентацию подобия, переводящего Д в А2 и Вх в В2 . Так как
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треугольники ОАХВХ и ОЛ2Б2
подобны, ZAXOBX = ZB£)A2 и

биссектрисы углов АХОА2 и

ВХОВ2 совпадают. Так как

ОА2/ОАХ = ОВ2/ОВХ =k, эта

общая биссектриса пересекает
отрезки АХА2 и ВХВ2 в точках А3 и В3,
а перпендикулярная ей прямая

пересекает продолжения этих

отрезков в точках АА и ВА (рис.50).
Следовательно, искомый угол

прямой.
Чтобы найти точку О,

построим окружности с диаметрами А3АА
и В3ВА и найдем точки их

пересечения. Так как окружность с

диаметром А3АА
-

геометрическое место точек, отношение

расстояний от которых до А2 и Ах равно fe, точки пересечения будут
центрами двух подобий, переводящих Ах в А2 и Вх в В2 . Одно
из этих подобий сохраняет ориентацию, другое меняет.

Второе решение. Пусть АХВХ = и , ^Щ = v , по условию

v2 = k2u2 . Тогда

1 ^- - 1

Рис 50

с другой стороны,

(**)

Умножив ( * ) на

равенства, имеем

(* * ) на -—г и сложив полученные

k - ! -

л
-—г w +

-—- v
. Аналогично получаем

1 ^ fe -

^
- ^ - ■:—г w . Тогда

\-k \-k

= 0,
*) I"*

т.е. векторы ортогональны.

Третье решение. (С.Сафин) Построим параллелограмм

АХА2В2Х и проведем биссектрису AXY треугольника АХХВХ. Так

= k
, B3Y || Б2Х и B3Y = feB2X = Л^з. Следова-как

у\. I
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тельно, АХАЪВ£Г -параллелограмм,
т.е. АЪВ$ || AXY (рис.51).

Аналогично, ААВА параллельно
внешней биссектрисе угла ХАХВХ, и

значит, прямые А3В$ и ААВА
перпендикулярны.

5. Пусть О
-

центр окружности,
на которой лежит точка С, О' -

центр другой окружности. Так как

ОО' = 7з, прямая А'& касается

второй окружности в точке С . Сле- ^ %
довательно,

ZA'O'A =

= ZAOC + - ZCOB = 2ZABC + ZC'AB = ZC&A' + - ZCA'&
2 2

ZO'A'O = W + Z&A'O = -- ZCO'A' + - - ZBCA =

2 2

= 71 - - - ZCA'ff = ZCB'A + - ZCA'ff
.

Так как О'А = ОА\ то ЛО'Л'О -

равнобедренная трапеция, и

АА' = ОО' = у/3 (рис.52).
6. Рассмотрим для определенности

случай, когда точки расположены на

окружности в порядке АХВ2СХА2ВХС2.
Пусть ХН = d. Тогда

Afo = d sin ZAXHB2 = rf sin ZXBC ,

так как #At перпендикулярна ВС, а

ЯБ2 перпендикулярна ВХ.

Следовательно,

= 1
sin ZXBC sin ZXC4 sin ZXAB

sin ZA>1C sin ZXCB sin ZX&4

что равносильно утверждению задачи

(рис.53).

Рис 52
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Рис 54

Примечание. Нетрудно видеть,

что треугольник АхВХСХ подобен
треугольнику ABC, а точка пересечения

прямых соответствует точке,
изогонально сопряженной X.

11 класс

1. Пусть Z -

точка

пересечения АА2 и ВВ2. Так как

точки В и Вх симметричны
относительно прямой АХСХ ,

/LABZ = ZCXBB2 = ZB2BXCX .

Аналогично, ZBAZ = ZA2AXCX. Так как

прямые АА2 и ВВ2 параллельны,

ZA2AXC2 = ZB^C , следовательно,

ZAZB = ZACB и точки Л, Б, С, Z
лежат на одной окружности, откуда
и следует утверждение задачи

(рис.54).
2. Используя тот факт, что

отрезки касательных, проведенные из

одной точки, равны, несложно

показать, что отрезок х'У с концами на

сторонах AD и ВС делит периметр
пополам тогда и только тогда, когда

OX' + OY' = l, где / -

постоянная

величина, равная удвоенному отрезку соответствующей
касательной плюс полупериметр четырехугольника.

Пусть М
-

середина //.

Также просто проверяется,
что ОХ + OY = /. Тогда

треугольники МХХ' и

MYУ равны, а

следовательно, треугольники MXY и

MX'Y' подобны по двум
углам. Значит, X'Y'

минимально, когда минимально MX',

О А

Рис 55

XX, D

т.е. когда X' совпадает с X (рис.55).
3. Первое решение. Пусть U

-

точка пересечения

касательных к окружности ABCD в точках Л и С, точки X, У -

проекции
U на АВ и ВС. Тогда UX/UY = sin ZUAX/sinZUCY =

= sin ZBCA/sin ZBAC = AB/BC , т.е. К лежит на прямой UB.
Аналогично, К лежит на прямой UD, и, если эти прямые не
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совпадают, то К = U. Точно так же доказывается, что если не

совпадают прямые АV и CV, где V
-

точка пересечения

касательных в точках В и D, то К = V, что невозможно. Будем
считать, что на одной прямой лежат точки Б, D, U. Тогда
AB/AD = AU/UD = CU/UD = ВС/CD и точки Л, С, V также

лежат на одной прямой. Следовательно, К -

точка пересечения
АС и BD.

Второе решение. Множество точек, расстояния от которых до

прямых АВ и CD пропорциональны соответствующим сторонам,
-

это прямая, проходящая через точку пересеченияАВ и CD. Так

как ABCD вписанный, треугольники LAB и LCD, где L
-

точка

пересечения диагоналей, подобны,

т.е. L лежит на указанной прямой.
Аналогично, L лежит на второй
такой же прямой и, значит, совпадает

с К.

4. Первое решение. Расстояние

от центра окружности до хорды
равно полусумме расстояний от точек В

и С до прямой МРУ т.е.

-(ВМ sin ZAMP + CP sin ZAPM) =

В

Рис 56

О

(рис.56). Соответственно, длина хорды равна я sin—
.

Второе решение. Пусть / -

центр вписанной окружности

треугольника, X, У -

точки

пересечения прямых В1УС1 с прямой МР. А

Тогда

ZMXB = ZAMP - ZMBX =—
.

Следовательно, треугольники ВХМ
и BCI подобны, т.е.

ВХ

ВС

ВМ ZA
= cos

BI 2

Это значит, что угол ВХС прямой

(рис.57).
Аналогично, угол BYС прямой.

Следовательно, искомая хорда

XY = ВС sin ZXCY = a sin -.
Рис 57
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5. Первое решение. На

произвольной прямой, проходящей через
К и пересекающей стороны угла в

точках А и В, возьмем точку К',
такую что АК'/ВК' = АК/ВК . Так

как все точки к' лежат на прямой /,
проходящей через вершину угла,
все окружности с диаметром КК'

проходят через проекцию М точки

К на /. При этом всегда выполнено

равенство АМ/ВМ = АК/ВК, т.е.

Рис 5S точка М -

искомая (рис.58).
Второе решение. (Р.Девятое) Пусть О -

вершина угла.

Построим параллелограмм KXOY', две стороны которого лежат

на сторонах угла. Пусть М
-

точка, симметричная К

относительно XY. Докажем, что точка М
-

искомая.

Пусть прямая, проходящая через К, пересекает прямые ОХ

и OY в точках А и В. Заметим, что MX = KX, MY = KY,
AMXY = AKXY = AOYX

, поэтому MOYX
- равнобокая

трапеция и ZMXO = ZMYO. Значит, ZMXA = 180°- ZMXO =

= 180° - ZMYO = ZBYM . Далее, треугольники АХК и KYB

подобны, так как их стороны соответственно параллельны,

BY/YK. Отсюда получаем
MX KX BY BY

^

Отсюда и

поэтому

М\

О В

ХА ХА YK YM

из равенства углов МХА и BYM

получаем, что треугольники МХА и

BYM подобны (рис.59).
Теперь, пользуясь двумя

доказанными подобиями, получаем
МА

_

MX KX _АК
ВМ~ BY

~

BY ~~КВУ

Рис 59
.что и означает, что МК -

биссектриса треугольника AMВ.

6. Так как отрезки АА' и ВВ* пересекаются, прямые АВ и

А'В тоже пересекаются или параллельны. Обозначим их

точку пересечения (возможно, бесконечно удаленную) через Р.

Так как Р лежит вне двугранного угла при ребре CD,
плоскость СDP не пересекает вписанную сферу. Поэтому
существует проективное преобразование, сохраняющее сферу и

переводящее эту плоскость в бесконечно удаленную. В результате
этого преобразования отрезок А'В* станет диаметром сферы, а
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АВ будет ему параллелен. Так как точка пересечения АА' и

ВВ* лежит на сфере, расстояние от ее центра до АВ равно

удвоенному радиусу (на рис.60 показана проекция на

плоскость АВА'В).
А

С'

АВ

Рис 61Рис 60

Значит, угол между плоскостями ABC и ABD равен 60°, дуга
большого круга, соединяющая С'иО', равна 120° и прямые,

проходящие через С и D' и параллельные АВС, ABD,
пересекаются на сфере (на рис.61 показана проекция на плоскость,

перпендикулярную АВ).

ВТОРАЯ ОЛИМПИАДА (2006)

Заочный тур

1. 90. Пусть 1Х , /2 -

оси симметрии F. Применив
последовательно симметрию относительно 1Х, симметрию
относительно /2 и снова симметрию
относительно /t, получим симметрию
относительно прямой, симметричной
/2 относительно 1Х (рис.62).
Следовательно, осями симметрии F будут
все прямые, образующие с 1Х углы

46°, 2-46°, ..., и-46°, ... Так как

46я при п < 90 не делится на 180, эти

прямые для п = 1, ..., 90 различны, N

т.е. F имеет по крайней мере 90 осей
ис

симметрии. С другой стороны, правильный 90-угольник
удовлетворяет условию задачи и имеет ровно 90 осей симметрии.

2. (Н.Баканчев) Пусть / - прямая, при симметрии
относительно которой окружности переходят друг в друга, А' -

точка,

симметричная А относительно /. Тогда точки В и А' движутся по

одной окружности с противоположными скоростями, и значит,

серединный перпендикуляр к отрезку А'В не меняется. Точка

его пересечения с / является центром описанной окружности
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треугольника АА'В, следовательно, серединный перпендикуляр
к АВ все время проходит через эту точку.

3. Возьмем на карте произвольную точку Р. При гомотетии с

центром Р и достаточно малым коэффициентом k точки

пересечения дорог перейдут в некоторые точки А, В, С, лежащие в

пределах карты, так что можно найти центр О описанной около

треугольника ABC окружности. Гомотетия с центром Р и

коэффициентом \/k переводит О в искомую точку.
4. а) Пусть Н

-

вторая точка пересечения описанных около

квадратов окружностей (рис.63). Так как ZAHD = 45°,
ZDHF = 90° , ZEHF = 135°

, точки Л, Е, Н лежат на одной

прямой. Аналогично, точки В, Н, F лежат на одной прямой.
Следовательно, искомый угол равен ZBHA = 45° .

R

б) 72°. Решение аналогично п. а) (рис.64).
5. а) Пусть точки Л, В расположены на противоположных

сторонах полоски на расстоянии 10 от края, С, D -

на расстоянии
12. Согнув полоску по сгибам, показанным на рисунке 65,

расположим ее часть, лежащую
правее CD рядом с частью, лежащей
левее АВ. Повторив эту операцию 9

раз и загнув образовавшиеся
прямоугольные треугольники, получим
искомый квадрат.

б) Пусть точки А у В

расположены на противоположных сторонах
полоски на расстоянии 10 от края,

С, D -

на расстоянии 10 ч- >/3 .

Согнув полоску по сгибам,
показанным на рисунке 66, расположим ее

часть, лежащую правее CD, рядом с

частью, лежащей левее АВ. Повто-



рив эту операцию 9 раз и загнув образовавшиеся треугольники,

получим искомый квадрат.
6. Докажем сначала следующий факт.
Лемма. Пусть окружность, вписанная в сегмент,

ограниченный дугой и хордой АВ, касается дуги в точке С, а хорды в

точке D. Тогда CD - биссектриса угла АСВ.

Доказательство. Пусть О
-

центр большой окружности, О7
-

центр малой, L —

середина дуги АВ, не содержащей точки С

(рис.67). Так как О7 лежит на отрезке ОС, a O'D \\ OL,

равнобедренные треугольники
О'DC и OLC подобны.

Следовательно, D лежит на отрезке CL и

прямая CD делит угол АСВ

пополам.

Теперь приведем решение

задачи.

а) Пусть искомая окружность
касается данной в точке X. Из

леммы следует, что АХ/ХВ =

= АС/СВ. Множество точек,

удовлетворяющих этому условию,
-

это

окружность с центром на прямой
АВ (она называется окружностью Аполлония точек А и В).
Возьмем любую из точек пересечения окружности Аполлония с

данной, соединим ее с центром данной окружности и найдем

точку пересечения этой прямой с перпендикуляром,
восставленным из С к АВ. Получим центр искомой окружности. Задача

имеет два решения, так как окружность можно вписать в любой

из двух сегментов, на которые хорда АВ делит данный круг.
б) Аналогично п.а) построим окружность Аполлония и

найдем отличную от С точку ее пересечения с данной окружностью.
Искомая окружность проходит через эту точку и точки А, В.

Задача имеет единственное решение.

7. Так как угол BFD прямой, точка F лежит на описанной

около квадрата окружности, т.е. ZBFC = 135° = /ЛЕВ (так как

два других угла треугольника АЕВ, очевидно, острые). Так как

ZABE = ZCBF ,i то ZEBF = 90° и BE/EF = -^ = ВЕ/АВ .

Применяя к треугольнику ABE теорему синусов, получаем, что

sin ZEAB = BE sin ZAEB/AB = 1/2 . Следовательно, ZEAB =

= 30°, ZEBA = \5° (рис.68).

Рис 67

1
Нетрудно убедиться, что случай /ЛБЕ - Z.BCF невозможен.
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8. Если отрезок АВ является

диагональю квадрата, то он делит

квадрат на два равных треугольника, и

гх=г2, что противоречит условию

задачи. Если же одна из частей

является четырехугольником, то сумма
его стороны АВ с противоположной
больше суммы двух других сторон

(рис.69), и вписать в него

окружность нельзя. Следовательно, АВ

делит квадрат на треугольник и

пятиугольник (рис.70).

Рис 69 Рис 70

Окружности с радиусами rt, r2 являются вневписанной и

вписанной окружностями прямоугольного треугольника ABC.

Значит, гх
= (АВ + ВС + СА)/2, г2 = (ВС + СА

- АВ)/2, и

АВ =

гх-г2.
9. Пусть Л, В, С- точки окружности, соответствующие углам

а , Р , у. Перпендикуляр из центра окружности к прямой АВ
пересекает окружность в точке, соответствующей углу

(а + Р)/2 = к - у/2 , а перпендикуляр к прямой L (у) -

в точке,

соответствующей углу (у + п - 2у)/2 = л/2 - у/2 . Следовательно,

L(y) -

высота треугольника ABC. Аналогично, £(ос), МР) ~

высоты ABC, и значит, все три прямые пересекаются в его

ортоцентре.
10. п должно быть суммой двух степеней двойки, может быть

равных (в этом случае само п
-

степень двойки).
Рассмотрим треугольник разбиения ABC, содержащий центр

(рис.71). Если сторона АВ не является стороной исходного
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Рис 71

многоугольника, то отрезает от него

многоугольник, в котором АВ
-

наибольшее расстояние между
вершинами. Следовательно, АВ должна быть

основанием треугольника разбиения,
и число отрезаемых ею сторон четно.

Для боковых сторон указанного

треугольника можно провести
аналогичные рассуждения,

следовательно, число сторон, которые отрезает

АВ, есть степень двойки. (Если АВ -

сторона исходного многоугольника,
то она отрезает 2° сторон.) Это верно и для сторон ВС и АС. Так

как в треугольнике ABC хотя бы две стороны равны, то

п = 2* + 2* + 21 = 2*+1 + 21.

Обратно, пусть п = 2k + 21, причем k > 0. Пусть А
-

одна из

вершин правильного n-угольника, а вершины В и С отстоят от

нее на 2k~x сторон в двух направлениях. Тогда АВ = АС, и

существует разрезание нужного вида,

содержащее ААВС (рис.72).
11. Пусть Оа,Оь,Ос

-

точки,

симметричные О относительно ВС,
СА, АВ. Очевидно, что прямые СОС,
ОС и АВ пересекаются в одной
точке, так что для решения задачи

достаточно доказать, что прямые

АОа, ВОЬ и СОС пересекаются в

одной точке.

Так как треугольник ОаОьОс
гомотетичен серединному

треугольнику ABC с центром О и

коэффициентом 2, он центрально симметричен

треугольнику ABC, и прямые,

соединяющие соответствующие вершины
этих треугольников, проходят через

центр симметрии. Нетрудно также

убедиться, что эта точка является для

каждого из треугольников центром

окружности 9 точек.

12. Предположим, что

утверждение задачи неверно. Пусть Н, L>M-
основания высоты, биссектрисы и
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медианы, Р -

середина дуги ВС описанной окружности

треугольника, не содержащей точки А (рис.73).
Если угол А тупой, РМ > АН. Поскольку L лежит на отрезке

АР, отсюда следует, что HL < LM, и значит, отрезок AL меньше

медианы треугольника АНМ, которая, в свою очередь, меньше

полусуммы сторон АН и AM -

противоречие.
13. Проведем через Л прямую, параллельную Ъ и

пересекающую а в точке U. Аналогично, проведем через В прямую,

параллельную а и пересекающую Ь в точке V. Для любых

удовлетворяющих условию точек X, У соответствующие
стороны треугольников AUX и YUB

параллельны. Следовательно, эти

треугольники гомотетичны, т.е.

прямые Л У, ВХ и UV пересекаются в

центре гомотетии. Очевидно, что так

можно получить любую точку
прямой UV.

14. Пусть С -

ортоцентр; Л',

В, С -

основания высот ABPt
проведенных из Л, Б, Р; Р/ -

проекция С на прямую ОР (рис.74).
Так как ZCC'O = ZCP'O = 90° ,

точки О, С, С', Р' лежат на

окружности, и СР PC = OPPP'.

Аналогично, СР РС' = ВР РА'. Но Л'

лежит на исходной окружности, следовательно,

ВР • АР = R2 - ОР2\. Таким образом, произведение ОР • РР',

а значит, и точка Р' не зависят от выбора диаметра АВ, т.е.

искомым геометрическим местом будет прямая, проходящая

через р' и перпендикулярная ОР.

15. Пусть АВ < АС. Так как прямые ААХ, ВВХ и ССХ
пересекаются в одной точке, из теорем Чевы и Менелая

получаем, что РВ/РС = Аф/АС . Кроме того, MB = = (РВ - АхВ)/2 ,

МС = (PC + АхС)/2 , МАХ = (РВ + АхВ)/2 = (PC - АхС)/2 .

Следовательно, МВ/МАХ = MAJMC = АХВ/АХС , что равносильно

утверждению задачи.

16. Верно. Предположим противное. Тогда один из углов

треугольника ABC, например, угол Л, больше 60°. Тогда луч
ВС лежит вне угла ABC , а, так как ZA'BC = /ЛВС = 60° ,

луч ВА! лежит внутри этого угла, и значит, луч А'В лежит

внутри угла ВАС (рис.75). Аналогично, луч АС лежит
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Рис 75

внутри этого угла, что противоречит

равенству ZB'A'C = ABA'С =

= 60°.

17. Утверждение задачи
равносильно тому, что точки А, В, X, Y
лежат на одной окружности, т.е.

ZXAY = ZXBY . Но ZXAY =

= ZBAA2 - ZBAX = ZBAA2 - ZBBXAX,
ZXBY = ZB2BA - ZAAXBX. При этом

из параллельности АХВХ и А2В2
следует, что ZABBX + ZAXBXB =

= ZBAA2 + ZB2A2A , откуда, очевидно, и вытекает искомое

утверждение.
18. Рассмотрим для определенности случай, изображенный

на рисунке 76. Пусть U
-

точка пересечения НХ и BZ, V -

точка

пересечения HY и AZ. Тогда
утверждение задачи равносильно

равенству HU/UX = YV/HV или

HU/YV = HV/XU. В
прямоугольных треугольниках AYV и BUH

углы AYV и BUH равны, так как их

стороны перпендикулярны.

Следовательно, треугольники подобны и

HU/YV = BU/AV. Аналогично,
HV/XU = BU/AV. Другие случаи
рассматриваются аналогично.

19. Стороны треугольника Тх
являются внешними биссектрисами
углов треугольника То ,

образованного средними линиями Г, и значит, рис 76

пересекаются в центрах его вневпи-

санных окружностей. При этом биссектрисы внутренних углов

То являются высотами Тх , т.е. его центр вписанной окружности

/0 совпадает с ортоцентром Тх , а центр описанной О0 является

центром окружности, проходящей

через середины Тх и, значит,

серединой отрезка 10Ох, где Ot
-

центр
описанной окружности Тх. Кроме
того, О0

-

середина отрезка ОН,

где О, Н
-

центр описанной

окружности и ортоцентр Г, а центр
тяжести Г, точка М, делит отрезок НО в Рис 77
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отношении 2 : 1 (рис.77). Гомотетия с центром /0 и

коэффициентом
—

переводит центр / вписанной окружности Т в М, а
о

гомотетия с центром О0 и коэффициентом -3 переводит М в Н.

Так как композиция этих гомотетий есть центральная симметрия
с центром Ох, то Ох -

середина IH.

20. Докажем сначала, что окружности, проходящие через

середины сторон треугольников ABC, BCD, СDA и DAB,

пересекаются в одной точке. Пусть X -

точка пересечения

окружностей 9 точек треугольников ACD и BCD, отличная от

середины АВ, Y, Z, U -

середины АС, ВС, CD. Тогда
ZYXZ = ZYXU + ZXUZ = ZDCA + ZBDC = ZBCD , т.е. X

лежит на окружности 9 точек треугольника ABC. Аналогично, X

лежит и на окружности 9 точек треугольника ABD. Далее, так

как окружности 9 точек треугольников CDА и АСВХ совпадают,

точка X лежит также на окружностях 9 точек треугольников

АВВХ и СВВХ. Аналогично, она лежит на окружностях 9 точек

треугольников АВАХ и ВССХ, а значит, и на окружностях 9

точек треугольников АХВХВ , ВВХСХ и АХВХСХ, откуда и следует

утверждение задачи.

Более короткое решение можно получить, используя
следующий факт.

Пусть точки U, V, W лежат на равносторонней гиперболе.
Тогда ортоцентр треугольника UVW также лежит на этой

гиперболе, а его окружность 9 точек проходит через ее центр.

Действительно, проведя равностороннюю гиперболу через
точки А, В, С, D, получим, что все окружности проходят через
ее центр.

21. Обозначим Рх = А& • ВС • СА', Р2=В*А- АС • С# .

Нетрудно убедиться, что SA'#C = (Рх + Я2)/4# , где R -

радиус

описанной окружности ABC, и, следовательно,

причем равенство возможно лишь при Рх= Р2, что равносильно

пересечению прямых АА', ВВ* и СС в одной точке.

22. Пусть Q
-

отличная от X точка пересечения окружностей
АВХ и PXY. Тогда ZABQ = ZAXQ = ZYXQ = ZYPQ =

= ZBPQ . Значит, ZBQP = n-(ZBPQ + ZQBP) = п-ZABP не

зависит от выбора точки X. Следовательно, все окружности PXY

проходят через Q и их центры лежат на серединном

перпендикуляре к PQ.
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23. а) Пусть Ма и На
-

соответственно центроид и

ортоцентр треугольника BCD. Центроиды и ортоцентры остальных

трех треугольников обозначим аналогично. Все треугольники
имеют общую описанную окружность с центром в О. Рассмотрев

прямые Эйлера этих треугольников, заметим, что

четырехугольник MaMbMcMd переходит в четырехугольник HaHbHcHd при
гомотетии с центром в О и коэффициентом 3. Соответственно,
точки пересечения диагоналей этих четырехугольников
переходят друг в друга.

б) Обозначим через Мх центр тяжести периметра
четырехугольника. Точка G лежит на отрезке 1МХ и делит его в

отношении 2:1. Действительно, Мх
-

это центр тяжести

четырех точек, помещенных в середины сторон

четырехугольника с массами, пропорциональными их длинам, a G -

центр
тяжести четырех точек, помещенных в центрах тяжести

треугольников IAB, IBC, /CD, IDA с массами, пропорциональными

площадям этих треугольников. Очевидно, две этих системы

2
точек гомотетичны с центром / и коэффициентом

-

.

3

Пусть а, Ь, с, d
-

длины касательных к вписанной

окружности из вершин А, Б, С, D. Очевидно, что если поместить в Л, Б,
С, D массы а, Ъ, с, d, то центром тяжести полученной системы

будет точка N, а если поместить в вершины массы

2а + Ь + d, 2b + а + с, 2с + Ь + d, Id + с + а, то точка Мх. Осталось

показать, что /
-

центр тяжести масс Ъ + rf, а + с, Ъ + rf, a + с.

Точка / удовлетворяет соотношению SIAB - SIBC + SICD -

- SIDA = 0 . Этому же соотношению удовлетворяют середины U

и V диагоналей четырехугольника. Следовательно, эти три
точки лежат на одной прямой (это утверждение называется

теоремой Монжа). Пусть теперь X, У -

точки касания

вписанной окружности со сторонами ВС и AD. Тогда прямая XY

образует равные углы с этими сторонами и по теореме Брианшо-
на проходит через точку L пересечения диагоналей. Применив
теорему синусов к треугольникам LXB и LYD, получим, что

BL/DL = b/d. Аналогично, AL/CL = а/с. Отсюда и из

соотношений ^ubc/^uad = BL/DL , ^vbc/^vad = CL/AL ,

Sibc/Siad = {b + c)/(a + d) вытекает, что / делит отрезок АС в

отношении (а + c)/(b + d), что и требуется.
24. а) Пусть Рх

-

точка, симметричная Р относительно

прямой АВ, Р2
-

точка, симметричная Р относительно

середины отрезка АВ. Тогда треугольники АВРХ и АВР2
симметричны относительно серединного перпендикуляра к АВ, следова-
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тельно, ОРХ=ОР2. Так как АРВР2
-

прямоугольник,

ОА + ОВ = ОР + ОР2 , т.е. расстояние ОР2 не зависит от

выбора лучей РА, РВ. Следовательно, точки Рх, Р2 лежат на

окружности с центром О, а проекция Р на АВ -

на

окружности вдвое меньшего радиуса с центром в середине отрезка ОР.

б) Достроим пирамиду РАВС до прямоугольного

параллелепипеда РАС'ВС&Р'А'. Аналогично п.а) получаем, что

ОР'2 = 3R2 - 2ОР2, т.е. точка Р7 лежит на сфере с центром О.

Так как центр тяжести М треугольника ABC лежит на отрезке

рр* и делит его в отношении 1 : 2, М лежит на сфере, центром

которой является точка, лежащая на отрезке ОР и делящая его

в отношении 2:1. Далее, проекцией О на плоскость ABC

является центр О' описанной около треугольника ABC

окружности, а проекцией Р -

его ортоцентр Н. Так как М лежит на

отрезке О'Н и МН = 2МО', МК = КН, т.е. искомым ГМТ будет

сфера с центром К и радиусом, равным у13Я2 -2ОР2/3.
25. Из условия следует равенство трехгранных углов в

вершинах А и Б, С и D. Следовательно, ZCBD = ZCBA =

= ZDAC = ZDAB , ZADB = ZCDB = ZDCA = ZBCA , и все гра-

АВ ВС BD
ни тетраэдра подобны. При этом = = =

ВС BD CD

_

sinZBAC
_

sing AB _(sma\
~

sin ZBAD
~

sin p
' начит'

CD

~

[ sin p J
'

26. Окружности оснований конусов лежат на сфере с центром

в вершине конусов и радиусом, равным их образующей.
Инверсия с центром в любой точке этой сферы переводит ее в

плоскость, а окружности
-

в окружности на этой плоскости,

каждая из которых касается двух других. Из теоремы об угле

между касательной и хордой сразу следует, что четыре точки

касания лежат на одной окружности, которой соответствует
окружность на сфере.

Финальный тур

8 класс

1. Очевидно, вписать треугольник в полукруг
можно двумя способами: либо две вершины треугольника лежат

на дуге, а третья на диаметре полукруга, либо, наоборот, две

вершины на диаметре, а третья на дуге. Рассмотрим первый
случай. Пусть вершины А, В лежат на дуге. Тогда серединный

перпендикуляр кАВ проходит через центр полукруга. Следова-
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тельно, третья вершина совпадает с центром и сторона

треугольника равна радиусу полукруга (рис.78).
В

Рис 78 Рис 79

Рис 80

Во втором случае высота треугольника не превосходит

радиуса полукруга, причем в случае, изображенном на рисунке 79,

равенство достигается. Следовательно, именно этот треугольник
и будет искомым.

2. п = 3. Из рисунка 80 видно, что при любом п > 3

треугольник можно разрезать на w-угольник и (п + 1

^угольник. Следовательно, можно

лучами, выходящими из одной
вершины, разрезать треугольник на 1002

треугольника, а затем первый из

них разрезать на треугольник и

четырехугольник, второй на

пятиугольник и шестиугольник, ...,

последний -

на 2005-угольник и

2006-угольник.
3. Рассмотрим, например, случай, изображенный на рисунке

81. Имеем АХ = AD = ВС и CY = CD = АВ. Кроме того,

ZBCY = ZC- ZDCY = ZC-(k- 2ZCDY) =

= 2ZCDY -ZD = ZCDY - ZADX
,

ZBAX = ZDAX -ZA = n-2ZADX -ZA =

= ZD- 2ZADX = ZCDY - ZADX .

Значит, треугольники АВХ и CYB

равны, откуда и следует искомое

равенство. Другие случаи
расположения точек X, У рассматриваются
аналогично.

4. Рассмотрим случай, когда Р

лежит внутри второй окружности
(рис.82). Пусть Q

-

точка

пересечения с этой окружностью прямой,

проходящей через Р и перпендику- Рис 81
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Рис 82

лярной АВ, лежащая вне первой
окружности. Тогда ZQPX =

= (uQX + kjAP)/2 , ZQPY =

= (kjQY + uBP)/2 . Но (иЛР -

- иЯР)/2 = ZPBA - ZPAB = ZQPX -

-ZQPY , следовательно, дуги QX
и QY равны. Другие случаи
рассматриваются аналогично.

5. Нет. Предположим противное, и пусть АВ
- наибольшая

сторона многоугольника, CD
-

наименьшая диагональ (АВ и CD

могут иметь один общий конец), Е -

вершина, лежащая от CD по другую

сторону, чем А и В (рис.83). Тогда,
так как АЕ < АВ и BE < АВ ,

ZAEB > 60°. С другой стороны, так

как CE>CD и DE>CD ,

ZCED < 60° . Но ZCED > ZAEB -

противоречие.
6. Пусть Ах, Вх, Q

-

точки,

симметричные Р относительно ВС,
СА, АВ. Так как СД = СР = СВХ,
серединный перпендикуляр к

отрезку АХВХ совпадает с биссектрисой
угла АХСВХ . Так как

ZAXCBX = 2ZACB , эта биссектриса
проходит внутри углаАСВ (рис.84).
Аналогично, серединные

перпендикуляры к отрезкам АХСХ и ВХСХ
проходят внутри соответствующих

углов треугольника ABC.

Следовательно, центр Q окружности,
описанной около треугольника АХВХСХ,
лежит внутри треугольника ABC.

Так как треугольник Л'Б'С

получается из треугольника АХВХСХ
гомотетией с центром Р и коэффициентом

описанной

В

Рис 83

Рис 84
1

центр окружности,

около Л'Б'С, совпадает с

серединой отрезка PQ и, значит, лежит внутри ABC.
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9 класс

В

Рис 85

1. Пусть О
-

центр внешней окружности, Ох, С^
-

центры внутренних, А, В
-

точки касания. Проведем через Ох
прямую, параллельную ОБ, а через

О2 прямую, параллельную ОА. По

теореме Фалеса эти прямые

пересекутся в точке С, лежащей на отрезке
АВ. При этом ОХС = ОХА и

QC = O2B , так что точка С

принадлежит обеим внутренним
окружностям (рис.85).

2. Пусть О -

центр данной

окружности, О' -

центр окружности,

проходящей через середины сторон
ABCу Р

-

центр тяжести ABC.

Поскольку вершины треугольника ABC переходят в середины его

сторон при гомотетии с центром Р и коэффициентом --, Р

лежит на отрезке ОО' и делит его

в отношении 2:1. Кроме того, так

как множество середин хорд,

проходящих через М, -

это

окружность с диаметром ОМ, множество

центров тяжести треугольников
ABC -

тоже окружность,
получающаяся из нее гомотетией с

центром А и коэффициентом -.

Значит, множество точек (У -

тоже

окружность (рис.86).
Поскольку радиусы всех окружностей, проходящих через

середины сторон ABC, равны половине радиуса данной

окружности, все эти окружности касаются двух окружностей,
концентричных с окружностью, на которой лежат точки (У (если точка

М совпадает с О, одна из этих окружностей вырождается в

точку).
3. Подобие, переводящее ABC в АХВХСХ, можно представить

как композицию симметрии относительно прямой / и гомотетии

с центром в некоторой точке, лежащей на /, и коэффициентом fe,
равным отношению соответствующих сторон треугольников.
Очевидно, что отрезки ААХ, #В|, ССХ делятся / в отношении,

равном ky т.е. точки А', Б', (У лежат на /.
■ 1. Возьмем шести-

Рис 86

4. Пусть t -

корень уравнения tA +12
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X,
Е

\
В

Рис 87

D угольник ABCDEF, в котором
АВ : ВС = ВС : CD = CD : AF =

=AF:FE = FE:ED = -

,
и разрежем

его, как на рисунке 87. Тогда
получившиеся шестиугольники подобны
ABCDEF с коэффициентами t и t2 .

5. 1:1. Прежде всего докажем,

что прямая делит периметр и

площадь треугольника в одном

отношении тогда и только тогда, когда она проходит через центр
вписанной окружности. Действительно, пусть прямая пересекает

стороны АС, ВС в точках X, У, а биссектрису угла С в точке /;

dx -расстояние от /до стороны АВ, d2
-

расстояние от / до двух

других сторон. Тогда 25СХУ = (СХ + CY)d2 ,

2SAXYb = (АХ + BY)d2 + АВ • dx , и отношения равны тогда и

только тогда, когда d2 = dx, т.е. / -

центр вписанной

окружности.

Пусть теперь центр описанной окружности О, центр
вписанной окружности / и ортоцентр Н лежат на одной прямой. Эта

прямая содержит не более одной вершины треугольника. Пусть
она не проходит через вершины А и В. Так как Л/, BI -

биссектрисы углов НАО, НВО, получаем, что АН/АО =

= HI/IO = ВН/ВО. Так как АО = ВО, то АН = ВН, т.е.

треугольник ABC равнобедренный и искомое отношение равно
1 : 1.

6. Используем следующее утверждение.

Пусть KLMN
-

выпуклый четырехугольник; точки X, У
делят отрезки KL и NM в отношении а; точки U, V делят

отрезки LM и KN в отношении р.
Тогда точка пересечения отрезков
XY и UV делит первый из них в

отношении р, а второй в

отношении а (рис.88).
Доказательство этого

утверждения легко получить методом масс.

Пусть теперь Ах, Вх , Сх, Д
-

центры тяжести треугольников BCD,

CDA, DAB, ABC\ A2, B2, C2t D2
-

центры описанных около них

окружностей. Четырехугольник
AXBXCXDX гомотетичен

четырехугольнику ABCD относительно его цент-



pa тяжести с коэффициентом
--

. Следовательно,

соответствующие диагонали этих четырехугольников делятся точками

пересечения в одинаковых отношениях. Докажем, что в тех же

отношениях делят друг друга диагонали четырехугольника

A2B2C2D2.
Пусть Р -

точка пересечения диагоналей четырехугольника
ABCD. Тогда

АР АР ВР
_

sin ZABD sin ZACB

СР
~

ВРСР~ sin ZBAC sin ZCBD
'

Поскольку стороны и диагонали четырехугольника A2B2C2D2
перпендикулярны сторонам и диагоналям четырехугольника
ABCD (например, точки А2, В2 лежат на серединном

перпендикуляре к CD), в таком же отношении делится и диагональ

А2С2.
Пусть теперь Рх , Р2

-

точки пересечения диагоналей

четырехугольников AXBXCXDX, A2B2C2D2 ; p*
-

точка на отрезке КС',

делящая его в отношении А2Р2/Р2С2 . Так как точки Ах, Сх
лежат на отрезках А'А2, С'С2 и делят их в отношении 2:1, из

сформулированного утверждения вытекает, что точка Рх также

делит отрезок Р/Р2 в отношении 2:1. Рассмотрев аналогичную

точку на отрезке BD', получим тот же результат. Отсюда

следует, что Р7 -

точка пересечения диагоналей
четырехугольника A'B'C'D', причем диагонали делятся этой точкой в том же

отношении, что и в четырехугольниках AXBXCXDX, A2B2C2D2 и

ABCD.

10 класс

1. Пусть О
-

точка пересечения прямых. Возьмем

на прямой 1Х точку Ах и найдем на /3 такую точку А2, что

середина В отрезка АХА2 лежит на

прямой /2 (рис.89). Применяя
теорему синусов к треугольникам OAiB
и ОА2В , получаем, что

ОА2 _

sin ZAXOB

ОАХ
~

sin ZA2OB
'

Аналогично по точке А2
построим на прямой /5 такую точку А3 ,

Рис. 89

что середина А2А3 лежит на /4 и

т.д. Перемножив полученные соотношения, получим, что А6
совпадает с Ах.

2. Рассмотрим случай, когда X лежит внутри ABCD, осталь-
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ные разбираются аналогично. Пусть К, L, М, N -

проекции X

на АВ, ВС, CD, DA; К', V, М', ЛГ7 -

точки, симметричные X

относительно этих прямых. Так как К, L, М, N лежат на

окружности, К', И , М7, ЛГ7 также лежат на окружности. Так

как ВК' = ВХ = BL', серединный перпендикуляр к отрезку
K'L' проходит через В и является биссектрисой угла K'BL

, т.е.

симметричен ВХ относительно биссектрисы угла В.

Следовательно, четыре прямые, симметричные прямым, соединяющим X

с вершинами ABCD, относительно биссектрис соответствующих

углов, пересекаются в одной точке X7, являющейся центром
описанной окружности четырехугольника K'L'M'N'. При этом

центром окружности KLMN будет середина XX', и значит, X'

совпадает с У. Далее, так как четырехугольники XKBL, XLCM,

XMDN, XNAK вписанные,

ZAXB + ZCXD = ZKXA + ZKXB + ZCXM + ZDXM =

= ZKNA + ZBLK + ZCLM + ZMND =

= (п - ZKLM) + (п - ZMNK) = п .

Отсюда следует, что прямые ХВ и DX симметричны

относительно биссектрисы угла АХС. Аналогично, прямые YB и DY

симметричны относительно биссектрисы угла AYC. Кроме того,
как уже было показано,

совпадают биссектрисы

углов BAD и XAYt BCD
и XCY. Таким образом,
прямые, симметричные
ВА, ВХ, ВС, BY

относительно биссектрис
соответствующих углов
AXCY, пересекаются в

точке D. Отсюда,

рассуждая аналогично

началу решения, получаем

утверждение задачи
D (рис. 90).

3. Пусть X -

точка

пересечения касатель-

Рис 90 ных. Проведем
окружность с центром X и

радиусом ХР и рассмотрим инверсию относительно нее. При этой

инверсии окружности, касающиеся в точке Р, перейдут друг в

друга, так как они касаются окружности инверсии и двух
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прямых, переходящих в себя. Следовательно, исходная
окружность перейдет в себя. Значит, окружность инверсии
ортогональна исходной, т.е. касательная из X к исходной
окружности равна ХР и X лежит на радикальной оси точки Р и

исходной окружности. Очевидно, что любая точка радикальной оси

может быть получена таким образом, т.е искомое ГМТ

совпадает с радикальной осью точки Р и исходной окружности.
4 (М.Илюхина). Пусть А' -

точка пересечения касательных

к описанной окружности со в точках ВиС (аналогично построим
точки В* и С). Тогда, как известно, прямая АА' является

симедианой треугольника ABC (т.е. прямой, симметричной ААХ
относительно биссектрисы угла Л). Пусть прямая АА' вторично

пересекает со в точке Aq . Тогда /АХАВ = ZAqAC , откуда дуги

ВАХ и CAq равны.
Так как треугольник А'ВС равнобедренный, а со

-

его

вневписанная окружность, то они симметричны относительно

биссектрисы / угла ВА'С • Из

равенства дуг следует, что при этой

симметрии точки Ах и Aq переходят

друг в друга. Заметим, что / -

серединный перпендикуляр к ВС,

поэтому А при этой симметрии переходит
в А2 (рис.91), а следовательно,

прямая АХА2 переходит в прямую АА' •

Поэтому, так как прямые АА'» ВВ'»

СС пересекаются в одной точке L

как симедианы треугольника ABC,
то прямые АХА2, ВХВ2, СХС2 также пересекаются в точке,

изогонально сопряженной L относительно треугольника А'В'С.

Случай, когда одной из точек А',
В', С не существует, аналогичен.

5. Да. Например, можно склеить

тетраэдр из развертки, показанной на

рисунке 92 (меньший катет разделен на

три равные части, а гипотенуза в

отношении 4:1). Нетрудно убедиться, что

каждый из трех углов, на которые
делится меньший угол треугольника,
меньше суммы двух других; следовательно,

из такой развертки, действительно,

можно склеить тетраэдр.
6. Построение основано на двух

леммах.

Рис 91

Рис 92
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Лемма 1. Диагонали всех четырехугольников, вписанных в

данную окружность с центром О и описанных около данной

окружности с центром /, пересекаются в одной и той же точке

L, лежащей на продолжении отрезка О/ за точку I.

Лемма 2 (теорема Монжа). Центр вписанной в

четырехугольник окружности лежит на прямой, соединяющей середины
его диагоналей.

Отметим также, что в любом четырехугольнике точка М

пересечения прямых, соединяющих середины
противоположных сторон, делит пополам отрезок между серединами

диагоналей.

Из леммы 1 следует, что середины диагоналей искомого

четырехугольника лежат на окружности с диаметром OL.

Отсюда и из леммы 2 получаем, что точка М лежит на окружности,

диаметрально противоположными точками которой являются / и

середина OL. Поэтому, проведя через М прямую,

перпендикулярную /М, и найдя точку ее

пересечения с О/, мы получим середину

OL, а значит, и саму точку L. Далее,

построив окружность с диаметром

OL и найдя ее точки пересечения с

прямой Ml у получим середины
диагоналей четырехугольника. Кроме

того, рассмотрев четырехугольник,
две вершины которого лежат на

прямой О/, нетрудно убедиться, что

для третьей вершины X отрезок XI
- биссектриса угла OXL (рис.93).

Рис 93 Это дает возможность восстановить

описанную окружность
четырехугольника и найти его вершины, как точки пересечения этой

окружности с диагоналями.

ТРЕТЬЯ ОЛИМПИАДА (2007)

Заочный тур

1. 30°, 60°, 90°. Среди вершин
неравностороннего треугольника по крайней мере одна не является вершиной
исходного треугольника. Сумма углов треугольников
разбиения, сходящихся в этой вершине, равна 180° или 360°.

Следовательно, угол треугольника кратен 60°, и так как треугольник
не равносторонний, этот угол равен 120°. Тогда два других

угла этого треугольника равны 30° и, так как они не кратны
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60°, соответствующие вершины
находятся в вершинах исходного

треугольника. Углы треугольника в

этих вершинах могут равняться
только 30°, 90° или 150°, при этом хотя

бы один из двух углов не равен 30°,
ИС

а их сумма меньше 180°. Единственный возможный вариант
-

30° и 90°. Такой треугольник требуемым образом разрезать
можно, например, проведя медиану из вершины прямого угла

(рис.94).
2. Неверно. Например, пусть ABC

- равнобедренный
треугольник, в котором угол В тупой и не равен 120°, D -

центр

окружности, описанной около ABC. Тогда четырехугольник
ABCD удовлетворяет условиям задачи и не является ромбом.

3. п = 5. Докажем, что при п = 3, 4 указанная ситуация
невозможна. При и = 3 углы треугольников разбиения,
сходящиеся во внутренней точке, равны, так как сумма любых двух

разных углов в них меньше 180°. Но тогда равны и

противолежащие им стороны, являющиеся сторонами многоугольника.

Можно рассуждать и по-другому. Так как треугольники, на

которые разрезается данный треугольник, равны, то равны

радиусы описанных около них окружностей и площади. Из

первого условия следует, что точка, определяющая разрезание,
является ортоцентром треугольника, а из второго, что она

является его центром тяжести. Но ортоцентр и центр тяжести

совпадают только в правильном треугольнике.

Пусть четырехугольник ABCD разрезан на равные
треугольники отрезками из точки О. Проведем ломаную (или прямую)
АОС. В точке О сумма двух углов, находящихся с некоторой
стороны от АОСу не меньше 180°. Аналогично случаю п = 3

получаем, что соответствующие стороны равны. Рассмотрев

ломаную BOD, получаем равенство одной из этих сторон и

третьей стороны. Пусть, скажем, АВ
= ВС = CD = I.

Предположим, что AD Ф I. В треугольнике AOD есть сторона длины /,
скажем АО. Таким образом, в треугольнике ЛОБ (и всех равных

ему) имеется две стороны длины /. Как следствие, АО = DO = I.

В треугольнике ВОС имеется две стороны длины I. Одна из них

ВС, а другая, скажем, ВО. Но тогда в треугольнике АОВ все

стороны равны. Следовательно, это верно и для AAOD , т.е. AD
- I - противоречие.

При п = 4 также имеется второе решение: ZOAB = ZOCB ,

как углы, противоположные одной и той же стороне равных

треугольников. Аналогично ZOAD = ZOCD ,
ZOBC = ZODC

,
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Рис 95

ZOBA = ZODA . Следовательно,
ZA = ZC, ZB = ZD, и ABCD -

параллелограмм. Так как отрезки из

О делят его на равновеликие
треугольники, О

-

точка пересечения его

диагоналей, а тогда из равенства

треугольников следует, что ABCD -

ромб.
При п = 5 указанная ситуация

возможна (рис.95).
4. Нет. Пусть в параллелограмме ABCD сторона AD не

меньше АВ. Отложим на AD отрезок АЕ
= АВ и проведем через

Е прямую, параллельную АВ. Получим ромб, а в ромбе точка

пересечения биссектрис является центром вписанной

окружности и, значит, лежит внутри ромба. Но она является точкой

пересечения двух биссектрис исходного параллелограмма, а

ромб в нем содержится. Значит, эта точка принадлежит

параллелограмму.
5. а) Да (рис.96), б) Да (рис.97).

Рис 96 Рис 97

6. а) 0, 1, 2 или 4. б) 0, 1, 3, 5 или 9.

а) Каждая ось симметрии клетчатого многоугольника
проходит через некоторую его клетку, которая, следовательно,

переходит в себя при симметрии относительно этой оси. Поэтому ось

параллельна стороне или диагонали клетки. Отсюда следует, что

в клетчатом многоугольнике возможны лишь 4 направления осей

симметрии.

Двух параллельных осей симметрии в ограниченной фигуре
быть не может. Действительно, композиция симметрии
относительно двух параллельных прямых является параллельным
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переносом. Ограниченная фигура не может совместиться с собой

при переносе, поэтому хотя бы одна из этих прямых не является

ее осью симметрии.
Таким образом, клетчатый многоугольник имеет не более 4

осей симметрии. Если он имеет три оси симметрии, то

композиция этих симметрии является симметрией относительно

четвертой прямой. Примеры
многоугольников, имеющих 0, 1, 2
и 4 оси симметрии,
приведены на рисунке 98.

б) Аналогично п.а)

получаем, что все оси симметрии
имеют различные

направления и параллельны либо

ребрам составляющих
многогранник кубиков, либо
диагоналям его граней. Следователь-

Рис 98

но, осей симметрии не более 9. Пусть прямые /, 1Х являются

осями симметрии. Если угол между ними не прямой, то прямая

/2, симметричная 1Х относительно /, тоже будет осью симметрии.

Если же / ± 1Х, то осью симметрии будет также прямая,

перпендикулярная им обеим. Поэтому все оси симметрии, кроме /,

можно разбить на пары, т.е их общее количество нечетно.

Нетрудно убедиться, что возможными являются все нечетные

значения, кроме 7, так как если имеется 7 осей, то, отражая их

относительно друг друга, получаем еще 2.

7. Да. (М.Кайранбай) Пусть А^.-.Д, - данный

многоугольник, Вх,В2,...,Вп
-

точки касания вписанной окружности
со сторонами AxA2j А2А3,..., \АХ. Обозначим значения углов

первого многоугольника через

ах,...,ап, а второго
-

через

Ьх, ..., Ъп . Тогда Ь{ = (at + ai+x )/2 .

Перемножая п таких равенств,

получаем 2паха2 ...ап = (ах + а2)...
•••K-i+fl«)K+fli) • Но ™

неравенству о средних аг+а{+х>
> 2у]а(а1+х . Поэтому из

полученного равенства следует, что все углы

многоугольников равны, а так как

многоугольник i... В„ -

вписанный, то многоугольники
правильные. Рис 99 С2
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8. Так как четырехугольники РАВХС и РВАСХ вписанные,

ZCAC2 = ZCABX = ZCPBX = ZBACX (рис.99). Аналогично

ZABC2 = ZABCX, т.е. точки Сх , С2 симметричны относительно

прямой АВ. Повторив это рассуждение для двух других пар
точек, получим, что треугольники АХВХСХ и А2В2С2
симметричны относительно этой прямой и, следовательно, равны.

9. Пусть сторона CD' четырехугольника A'B^C'D' лежит на

серединном перпендикуляре к стороне АВ четырехугольника

ABCD, а сторона D'A' на серединном перпендикуляре к ВС.

Тогда D' —

центр окружности, описанной около треугольника
ABC. Аналогично А', Bf, С' -

центры описанных окружностей
треугольников BCD, CDA, DAB. Следовательно, B'D' -

серединный перпендикуляр к ЛС. В свою очередь, АС является

серединным перпендикуляром к одной из диагоналей A'ffC'D',
а так как АС ± В1У и &D')К А'С, АС -

серединный
перпендикуляр к &D', т.е. A&CD' - ромб. Композиция симметрии
относительно прямых CD', D'A', А'В" и В'С оставляет точку
А на месте и, значит, является поворотом с центром А. С другой
стороны, она является композицией поворотов с центром D' на

удвоенный угол CD'А' и с центром В на удвоенный угол
АВС , следовательно, ZC'B'A' = ZABD' = ZB'D'A =

= ZA'ffC. Аналогично, ZB'C'D' = ZD'A'K, т.е. A'B'C'D' -

параллелограмм. Так как стороны ABCD перпендикулярны

сторонам A'B'C'D', ABCD -

параллелограмм с такими же

углами.
Так как С -

центр описанной окружности треугольника

BCD', ZD'CK = IZC'D'A' = Z&D'C + ZC&D' = 90° .

Соответственно, острые углы

параллелограммов ABCD и А'В*CD' равны 45°.

Нетрудно видеть, что два таких

параллелограмма, получающихся друг

из друга поворотом на 90° вокруг
общего центра, удовлетворяют
условию задачи (рис.100).

10. Пусть Л, Б, С-данные точки.

Построим на сторонах треугольника
ABC во внешнюю сторону дуги,
вмещающие угол 60°, и найдем
середины А', £р , С' дополнительных дуг.
Прямые, соединяющие центр

треугольника с его вершинами, проходят через А', В', С, а

поскольку вершины движутся по построенным окружностям с

равными угловыми скоростями, углы, под которыми из центра
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видны отрезки А'В> , ВС, С'А',
остаются постоянными.

Следовательно, искомое ГМТ
-

окружность
А'&С (рис. 101).

11. Из точки, находящейся на

высоте h над уровнем моря, видно
на расстояние

где R
-

радиус Земли (рис.102).
Если h «: R , то с достаточно боль- Рис

шой точностью d - \l2Rh . Поэтому искомое отношение можно

считать равным >/2 или 1,4.
12. Первое решение. Пусть U,

V -

проекции Л и Б на PC и PD

Рис 102 Рис 103

соответственно. Тогда U и V лежат на описанной окружности
ABCD, и, применив к ломаной AUCBVD теорему Паскаля,

получим утверждение задачи (рис.103).
Второе решение. Так как ABCD -

прямоугольник,

скалярные произведения (~PAf PC ) и ( РД PD ) равны. Но ( ~РА} ~РС )=
= ( ^Ct ТЛ) + ( ^Ct ЛО ) = ( ~РС, ~PQ ). Аналогично, ( РД Ш) ) =

= ( W), ~PQ ). Следовательно, ( ~PQ, CD) = 0.

Третье решение. Пусть Q'
-

образ Q при переносе на вектор ВС.

Тогда CQ' || BQ1DP, DQ' 1 СР .

Следовательно, Р -

ортоцентр

треугольника CDQ', и PQ' 1 CD .

13. Первое решение. Пусть Z
-

точка пересечения АВ и UV.

Применяя теорему синусов к треугольни-
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кам ZAU и ZBV, получаем (рис.104)

ZA
_

AUsinZAUZ
_

AUsinZACY
=

sinZACXsinZAСY

ZB
"

BV sin ZBVZ
"

ЯУ sin ZBCX
"

sin Z£CX sin Z£CY
*

AX
Из треугольника АСХ имеем sin ZACX =—sin ZAXC

. Из
ЛС

ZA ВС2
этого и трех аналогичных соотношении получаем, что

—-
=

2 »

т.е. не зависит от выбора точек X, Y.

Второе решение. Точка С, симметричная С относительно

серединного перпендикуляра к АВ, лежит на описанной

окружности треугольника ABC. Пусть касательная в этой точке

пересекает АВ в точке Z. Проведем через Z произвольную секущую
к окружности, пересекающую ее в точках (У, V, и найдем точки

X, У пересечения прямых CU, CV с АВ. Имеем

лх Sacu AC'AU AC'ВС

ВХ
"

SBCU
~

ВС BU~ ВС АС
'

Аналогично

AY AVBC

BY~ BV AC
'

Перемножая эти равенства, получаем

AX-AY
=

AU AVfBC'X

BV'BU\AC)
'

ВХ BY

AU ZU
Из подобия треугольников ZAU и ZVB следует, что -т— = -—

,

п V ZxJ

AV ZV
а из подобия треугольников ZAVnZUB вытекает, что = .

ВU ZB

Кроме того, ZU • ZV = ZC2. Следовательно,

АХ AY

ВХ BY [ZBAC
Из подобия треугольников ZAC и ZCB получаем, что

правая часть этого соотношения равна 1. Значит, АХ = BY и

точка Z является общей точкой прямых из условия задачи.
14. Первое решение. Пусть L -

точка пересечения

диагоналей трапеции. Применяя теорему синусов к треугольникам AQD,

AQBy ALD, ALB, получим, что BL/DL = (AB/AD)2 .

Следовательно, ВС/АВ = AB/AD и CL/AL = (ВС/АВ)2, что

равносильно утверждению задачи.
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Второе решение. Пусть L и М -

середины АВ и AD

соответственно. Тогда, так как PL \\ AD , QM \\ АВ , то

ZAQN = ZQAB = ZCAD = ZAPL , и значит, треугольники
APL и AMQ подобны (рис.105). Следовательно, AP/AQ =

= AL/AM = AB/AD. Поэтому треугольники АВР и ADQ
подобны, т.е. ZABP = ZADQ = ZCBQ .

А

Рис 105 Рис 106

15. Применяя теорему синусов к треугольникам AC'Q
AA'Q , получаем (рис.106)

sin ZC'AQ
_
C'Q AA__BA_ AA_

sin ZA'AQ
"

A'Q
'

AC
~

ВС AC
'

Аналогично

sin ZB*АР CA'

CB

AA'

sin ZAfAP CB AC

По теореме Чевы эти отношения равны, что равносильно

утверждению задачи.

16. Первое решение. Пусть С -

вершина данного угла.

Рассматривая центральные проекции прямой АВ на прямую АС

из точек Вх, #2, получаем равенство двойных отношений

(рис.107)
(АР; MB) = (ААХ\ А2С) = (АС2; АХА) = (BQ; МА),

что равносильно утверждению

задачи.

Второе решение. Сделаем

центральную симметрию относительно

точки М. Пусть точки Д и В,

переходят в точки А[ и В^
соответственно. Надо доказать, что прямые

АВ, А2ВХ и В^А[ пересекаются в
Рис 107

в в{в7

одной точке. Это следует из теоремы Дезарга, примененной к

треугольникам АА2В^ и ВВХА[. Так как точки пересечения
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прямых АА2 и ВВХ, А2В^ и ВХА[, АВ*2 и ВА{ лежат на одной

прямой, то АВ, А2ВХ и В^А[ пересекаются в одной точке.

Третье решение. Сделаем центральную симметрию
относительно точки М. Пусть точки Ах и £2 переходят в А!х и В£
соответственно. Проведем через точку М прямую, параллельную

„„ „
х

#A 2%А
ВС. Из подобия треугольников следует, что

МА{ ВС В,Х ВХВ v
» где X

-

точка пересечения прямых

Перемножив, получаем л *,

'

^/«
"

^d/
~ *. Из

теоремы Чевы, примененной к треугольнику МВХВ^, следует,

что прямые МХУ ВХА2 и В^А[ пересекаются в одной точке, что

и требовалось.
17. Все треугольники, кроме равнобедренных

неостроугольных.

Если треугольник ABC остроугольный, то радиусы
описанных окружностей треугольников АВН, ВСН и САН, где Н

-

ортоцентр, равны.

Пусть ZC > 90° и АС > ВС. Возьмем на стороне АС такую

точку D, что AD = BD, а на стороне АВ такую точку £, что

с
ZAED = ZC (это возможно, так как

^ Z.DAB = ZA < ZC ). По теореме

синусов радиусы описанных

окружностей треугольников ADE, BDE и

BDC равны (рис.108).
Рис 108

~

Пусть АС £ 90° и АС = ВС.

Покажем, что треугольник ABC

нельзя разрезать требуемым образом. Если разрезание
осуществляется из внутренней точки, то радиусы получившихся

треугольников могут быть равны только, если точка является

ортоцентром, что невозможно. Если же треугольник разрезается

с
чевианой на два, а затем один из

этих двух еще раз на два, то

треугольник, который разрезается

второй чевианой, должен быть

равнобедренным, следовательно, первый
Л

D
**

разрез нужно производить отрезком
Рис 109 CD, где AD = АС. Но тогда при

любом разрезании треугольника
ACD из вершины А радиусы окружностей, описанных около

полученных треугольников, будут меньше радиуса описанной

окружности треугольника BCD (рис.109).
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18. Пусть О -

центр описанной окружности треугольника

ABC, Н -

ортоцентр, Со
-

середина стороны АВ. Тогда

СИ = 2ОС0 , и так как Со лежит внутри описанной окружности,
СИ < 2ОС. Точки, удовлетворяющие этому условию, лежат вне

окружности, диаметрально противоположными точками

которой являются точка М, делящая отрезок ОН в отношении 1 : 2

(центр тяжести треугольника), и точка д/'> симметричная И
относительно О. Для таких точек С искомый треугольник

строится следующим образом: построим точку Со как образ С
при гомотетии с центром М и коэффициентом
-1/2, проведем через нее прямую, перпендикулярную СН> и

найдем точки А, В пересечения этой прямой и окружности с

центром О и радиусом ОС. Однако это построение может

привести к вырожденному треугольнику, у которого точки А, В,
С лежат на одной прямой. Это происходит, когда

ZOC0C = ZMCH = 90° , т.е. точка С лежит на окружности с

диаметром МН. Исключением

является сама точка Я, для которой
искомый треугольник существует,

-

это может быть любой

прямоугольный треугольник, гипотенузой
которого является диаметр
окружности с центром О и радиусом ОН. Рис
Таким образом, искомое ГМТ -

это

внешность окружности с диаметром ММ'у исключая

окружность с диаметром МН, но включая точку Н (рис.110).
19. Обозначим через / центр вписанной окружности

треугольника PAQ. Имеем ZMCB = ZMBP = -ZMPA = ZIPQ .

Аналогично ZMBC = ZIQP . Следовательно, AIPQ ~ АМСВ ,

(X |
= — I ,

\а)

jpQ X |
откуда т;—

= — I , где х = PQ, а = СВ. С другой стороны,
*мсв \а)

отношение рл$ равно отношению периметра треугольника
Sip° 26

PAQ к стороне PQ, т.е. равно
—

, где 6 = АВ = АС (поскольку
х

периметр треугольника PAQ равен 26). Перемножая два отноше-

Spaq _

2bx Spaq
ния, получаем т;

-

—т • Отношение т; минимально,
^мсв а ^мсв

когда минимальна длина отрезка х
= PQ.

Покажем, что наименьшее значение PQ достигается, когда

AAPQ равнобедренный. Пусть О
-

центр окружности, вписан-
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ной в /Л ; R
-

ее радиус; М
-

середина дуги ВС', М' -

другая
точка на этой дуге; PQ и P'Q' -

отрезки соответствующих
касательных между сторонами угла. Положим Р =

= ZBOP (= ZPOM = ZMOQ = ZCOQ), у = ZBOP*(= Z.POM'),
8 = ZCOQ'(=ZQ'OM'). Тогда PQ = РМ + MQ

= 2/*tgP,
P'Q' = Р'М' + M'Q' = Л (tg у + tg 8). Так как 2р = у + 8 и

функция тангенса выпукла книзу на интервале (0; я/2), то PQ < PQ',
что и требовалось.

Таким образом, достаточно рассмотреть случай, когда AAPQ

- равнобедренный. Тогда я = 2bsin—; AM = АО - ОМ =

2

а а
PQ

= 2AMtg— = 2b ^-. Подставляя
cos-

полученные выражения в неравенство —*- < 1, получаем:
а

~ . V5-1
сс> 2arcsm .

20. Пусть ABC -

основание пирамиды, стороны АС, ВС

видны из ее вершины 5 под прямыми углами. Тогда 5 лежит на

линии пересечения сфер с диаметрами АС и ВС, т.е. на

окружности, лежащей в плоскости, перпендикулярной основанию, с

диаметром CD, где D
-

середина АВ. Максимум объема
достигается, когда 5

- наиболее удаленная от плоскости ABC точка

этой окружности. При этом высота пирамиды равна CD/2, а ее

объем 1/16.
21. 8/я.
Первое решение. Горизонтальные сечения камеры являются

прямоугольниками с периметрами, равными удвоенному

диаметру трубы. Для каждого такого прямоугольника угол между его

плоскостью и касательной к поверхности камеры один и тот же

во всех точках. Середины сторон этих прямоугольников при

перемещении сечения описывают четверти окружности трубы.
Поэтому площадь поверхности камеры равна площади

поверхности тетраэдра, грани которого
-

равные равнобедренные
треугольники с основанием, равным диаметру трубы, и высотой,

равной четверти ее окружности.

Второе решение. Будем называть касающиеся друг друга

цилиндры продольными, а перпендикулярный им
-

поперечным. Очевидно, что плоскость, касающаяся продольных

цилиндров по общей образующей, и вертикальная плоскость, проходя-
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щая через ось поперечного цилиндра, являются плоскостями

симметрии камеры и разрезают ее на четыре равные части.

Рассмотрим одну из таких четвертей. Ее граница состоит из двух

кусков: части поверхности продольного цилиндра, лежащей

внутри половины поперечного, и части поверхности поперечного

цилиндра, лежащей между продольным и касательной к нему

вертикальной плоскостью. Линия пересечения цилиндров

является эллипсом и лежит в вертикальной плоскости, при

симметрии относительно которой цилиндры переходят друг в друга.

Образ при этой симметрии части поверхности камеры, лежащей

на продольном цилиндре, дополняет часть, лежащую на

поперечном, до криволинейного прямоугольника со сторонами,
равными половине диаметра и четверти окружности цилиндра.

Соответственно, площадь поверхности камеры равна
учетверенной площади такого прямоугольника.

Финальный тур

8 класс

1. В зеркалах заднего вида водитель должен

видеть дорогу сзади автомобиля. Для этого зеркало со стороны

водителя должно располагаться почти перпендикулярно оси

автомобиля, а с противоположной стороны
-

под углом,

примерно равным 45°. Следовательно, у автомобиля на рисунке руль

справа.
2. Первое решение. Так как треугольник ABC

прямоугольный, вершина В лежит на прямой, проходящей через С и

перпендикулярной АС. Кроме того,

при симметрии относительно

биссектрисы угла В точка А переходит

в лежащую на этой же прямой точку

А', такую что ВА' = ВА. Для любой

лежащей на биссектрисе точки L

имеем LA = LA! , а поскольку ВА >

> ВС, точки А' и L лежат по разные

стороны от прямой АС (рис.111).
Таким образом, получаем
следующее построение.

Проведем через С прямую /, пер- рИс 111

пендикулярную АС.

Проведем окружность с центром L и радиусом LA и найдем

точку А' ее пересечения с /, лежащую с L по разные стороны от

АС.
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Проведем серединный перпендикуляр к отрезку АА' и

найдем точку В его пересечения с /.

Задача имеет решение тогда и только тогда, когда AL > CL

и ZACL < 90°.

Второе решение. Мы знаем прямую ВС
-

это перпендикуляр
к АС у проведенный через С. Построим окружность с центром в

точке L, касающуюся ВС. Так как BL
- биссектриса, то эта

окружность касается также и АВ.

Тогда точка В -

это точка

пересечения ВС и луча из точки Л,
касающегося нашей окружности. При этом

точка пересечения AL и ВС лежит

на отрезке ВС (рис.112). Такой

касательный луч только один (или его

Рис 112 вовсе нет).

Построение проходит, когда L и

А лежат по одну сторону от ВС, а диаметр окружности меньше

АС, т.е. как раз когда AL > CL и ZACL < 90°.
Замечание. Если точке L разрешить лежать на продолжении

биссектрисы (или хотя бы на луче биссектрисы, а не на

отрезке!), то решений будет чаще всего два (соответствующих двум

касательным).

Третье решение. Аналогично строим прямую ВС. Пусть К
-

точка пересечения AL и ВС. Тогда BL
- биссектриса в

треугольнике АВК, и В лежит на окружности Аполлония для отрезка АК

и точки L внутри него. При этом опять надо из двух точек

пересечения брать дальнюю от С.

3. Пусть О
-

точка пересечения диагоналей

четырехугольника ABCD. Если, например, угол АОВ тупой, то он больше

любого из углов треугольника ВОС, т.е. треугольники АОВ и

ВОС не могут быть подобны. Следовательно, диагонали

четырехугольника перпендикулярны.
Из подобия прямоугольных треугольников АОВ и ВОС

следует, что угол ОАВ равен либо углу ОСВ, либо углу ОВС. В

первом случае диагональ BD является серединным

перпендикуляром к ЛС, т.е. осью симметрии четырехугольника и, значит,

разрезает его на два равных треугольника. Во втором случае

угол В прямой.

Рассуждая аналогично, получаем, что если ни одна из

диагоналей не является осью симметрии четырехугольника, то все его

углы прямые, а так как диагонали перпендикулярны, то

четырехугольник
-

квадрат. Но диагональ квадрата является его осью

симметрии
-

противоречие.
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4. Пусть Со
-

середина стороны АВ треугольника ABC, Ах,
Вх

-

основания высот, опущенных на стороны ВС, АС. Так как

треугольники АВАХ, АВВХ
-

прямоугольные, их медианы АХСО ,

ВХСО равны половине гипотенузы АВ. Следовательно, если для

данных точек СОАХ Ф СОВХ, то искомое ГМТ -

пустое множество.

Это же верно и в случае, когда Со
-

середина АХВХ, ибо

АХВХ =ABcosZC<AB.
Если же АХВХСО

- равнобедренный треугольник, то точки А,
В лежат на окружности со с центром Со и радиусом СоАх = СОВХ,
причем являются концами

диаметра этой окружности. Если

треугольник ABC остроугольный, то

его ортоцентр Н является

пересечением хорд ААХ и ВВХ этой

окружности (рис.113). Тогда угол АХНВХ
равен полусумме дуг АХВХ и АВ,

т.е. 90° + Следователь-

Рис 113

но, точка Н лежит на дуге

окружности с концами Ах, Вх ,

вмещающей этот угол. Аналогично, если

треугольник ABC тупоугольный,
то Н лежит на дополнительной дуге
этой же окружности. Если же АВ -

катет прямоугольного

треугольника, то его ортоцентр совпадает с вершиной прямого

угла, т.е. с одной из точек Ах, Вх , и значит, также лежит на этой

окружности.
С другой стороны, если мы возьмем точку Н на нашей

окружности, то прямые АХН и ВХН пересекают окружность со

в диаметрально противоположных точках. Тогда это
-

точки А

и Б, а С есть пересечение АВХ и ААХ; таким образом,
треугольник ABC существует для любой точки Н нашей окружности.

Следовательно, искомым ГМТ

будет вся окружность.
5. Если АА' = ВВ*, то

А'М = АА'/З = ВЯУЗ = ЯМ/2.
Отсюда и из того, что ZA'MB = 60° ,

получаем, что ZBA'M = 90° .

Аналогично /А&М = 90°.

Пусть теперь АА'> ВВ*, X -

проекция В на АА', Y -

проекция А

на Bff (рис.114). Тогда MX =

"

В

= МВ/2 < MA', MY = MA/2 > Рис 114
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Рис 115

> MB? и, следовательно,

ZBA'M < 90° < ZA&M .

6. Да, существуют. Например,

пусть XYZ
- правильный

треугольник, Р
-

точка на дуге XY

описанной около него окружности,
отличная от середины дуги (рис.115).
Тогда треугольники XPYt YPZ, ZPX

попарно не равны. При этом в

треугольниках XPZ и YPZ сторона
PZ общая, XZ = YZ и ZXPZ =

= ZYPZ = 60° . В треугольниках
XPZ и XPY сторона ХР общая, XZ = XY и ZPZX = ZPYX .

Аналогично находятся равные элементы в треугольниках PXY и

PYZ.

9 класс

1. Первое решение. Пусть / -

касательная к

окружности, вписанной в треугольник ABC, параллельная АС;

1Х , /2
-

касательные к вписанной окружности

четырехугольника, параллельные /. Рассмотрим гомотетию с центром В,

переводящую окружность, вписанную в треугольник ABC, во

вписанную окружность четырехугольника.
Она переводит прямые / и АС в /t и

/2 соответственно. Поскольку АС
лежит ближе к В, чем /2, то / лежит

ближе к В, чем 1Х , т.е. вписанная в

четырехугольник окружность не

пересекает прямой /. Аналогично она

не пересекает параллельной АС
прямой, касающейся окружности,
вписанной в треугольник ACD, и,

значит, лежит внутри полосы, образо-
Рис 116

^

ванной этими двумя прямыми. Но

ширина этой полосы равна сумме радиусов окружностей,
вписанных в треугольники (рис.116).

Второе решение. Пусть г, rvr2
-

радиусы вписанных

окружностей четырехугольника ABCD и треугольников ABC, ACD

соответственно; р, рх , р2
-

их полупериметры. Тогда р > рх,

р>р2и

Pr = SABCD = SABC + SACD = рЛ + p2r2 < p(r{ + r2).

Третье решение. Пусть диагонали пересекаются в точке О.
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Проведем касательную /t ко вписанной в ABCD окружности со,

параллельную ЛС и отделяющую В отЛС. Такая, очевидно, есть.

Тогда из гомотетии, переводящей со

в окружность, вписанную в ABC,
имеем, что коэффициент гомотетии

г2/г больше, чем отношение

расстояний от D до О и до В, т.е. больше

DO/BD. Из аналогичных

соображений rjr > BO/BD. Складывая,
получаем требуемое.

2. Первое решение. Из условия
задачи следует, что

ZDCF = ZCDA = ZDAB = ZFEA

(рис. 117). Следовательно,
ZBCF = ZAFE и

BF
=

BF
=

sin ZBCF
=

sin ZAFE
"

FC~

Рис 117

ED sin ZCBF sin ZFEA

AE

AF

что равносильно утверждению задачи.

Второе решение. Пусть прямая EF пересекает ВС в точке К.

Тогда ZFKC = ZFEA = ZCDA = ZBAD = ZKFC , поэтому

равнобедренные треугольники CFK и FAE подобны, и

CF/AF = FK/AE = FB/AE. Отсюда £>£ • А£ = CF • А£ =

= FB • AF, что и требовалось.
3. Пусть О

-

центр окружности, описанной около

треугольника ACF. Тогда О лежит на серединных перпендикулярах
к отрезкам АС, СЕ, ЕАУ которые

совпадают с биссектрисами углов

Ву D, F шестиугольника. Кроме
того, из симметрии имеем

ZBAO = ZBCO , ZDCO = ZDEO ,

ZFAO = ZFEO . Так как попарные

суммы этих углов по условию
равны, то равны и они сами, т.е. АО,
СО, ЕО -

тоже биссектрисы углов

шестиугольника (рис.118) и О -

центр вписанной в него

окружности. Значит, по теореме Брианшона
главные диагонали

шестиугольника пересекаются в одной точке.

4. Первое решение. Пусть ААХ, ВВХ
-

высоты в

треугольнике ABC. Тогда ZA'AAX = ZPAH = ZPBH = Z&BBX.
Следовательно, треугольники А'ААХ и ffBBx подобны и отношение
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Рис 119

А'АХ/В'ВХ не зависит от точки Р.

Значит, когда точка А' движется по

прямой ВС с постоянной скоростью,
точка В движется по прямой АС
также с постоянной скоростью и

середина отрезка A'ff тоже

движется по прямой. Взяв в качестве Р

точки пересечения окружности с АС

и ВС, отличные от вершин треуголь-

ника, убеждаемся, что эта прямая

совпадаете АХВХ (рис.119).
Второе решение. Опять

заметим, что треугольники ААХА' и BBxff подобны с коэффициен-
А ААХ АС _

А АХА' АС
том подобия —L = —--

. Таким образом,
—L—- = ——

, а значит,

ВВХ ВС Вхо ВС

отношение расстояний от А' и & до АХВХ равно

АхA' sin ZCAXBX _

AC sin /.CAB
_

Bxff sin ZCBXAX
~

ВС sin ZCBA
~

'

т.е. середина A'ff лежит на АХВХ.
Наоборот, для каждой точки на прямой АХВХ можно

построить хорду А'В? угла ВАС, которая делится этой точкой пополам.

^
АХ АС

АТогда —— =
——, и все рассуждения проходят в обратную

Во ВС

сторону.

5. Первое решение. Пусть Со
-

середина стороны АВ

треугольника ABC, Сх, С2
-

основания проведенных к этой

стороне высоты и биссектрисы, С3 , СА
-

точки ее касания с

вписанной и вневписанной окружностями. Тогда CqC% = С0СА .

Перпендикуляры к АВ, проведенные из точек Сх, С3 , С4 ,

пересекают биссектрису угла С в вершине и центрах /,
/' вписанной и вневписанной окружностей. Так как точки С

и С2 являются центрами гомотетии этих окружностей,

С1/С21 = cr/C/ . Значит, СХС3/С2С3 = CXCJC2CA , т.е.

с0с3 = сосх • сос2.
Пусть теперь даны точки /, Со , Сх. Тогда найдем С3 как

проекцию / на СОСХ и С2, пользуясь полученным выше

соотношением. Теперь точка С находится как пересечение С21 и

перпендикуляра к СОСХ, проведенного через Сх . Далее, точка

(? пересечения С/ и перпендикуляра к СОСХ, проведенного

через Со , лежит на описанной окружности треугольника

(рис.120). Центр этой окружности является пересечением СС0
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Рис 120

и серединного перпендикуляра к

СС'; поэтому, проведя эту
окружность и найдя точки ее пересечения

с CqQ , мы построим искомый

треугольник.

Второе решение. Пусть М, Н
-

основания медианы и высоты из

вершины С треугольника ABC, I -

центр вписанной окружности, С' и

С -

точки касания вписанной и

вневлисанной окружностей со

стороной АВ, К -

точка на вписанной

окружности, диаметрально
противоположная С . Из гомотетии, переводящей вписанную
окружность во вневписанную, получаем, что С, К, С0 лежат на одной

прямой. Далее, МС = МС*, поэтому IM
-

средняя линия в

треугольнике КСС и IM || СС .

Теперь последовательно восстанавливаем прямую АВ
= МН\

вписанную окружность и точку С ; точки С0 и К как

симметричные С относительно Ми/;

вершину С как пересечение

перпендикуляра к АВ в точке Н и прямой С'К ;

точки А и В как пересечения

касательных ко вписанной окружности

из точки С (рис.121).
6. 2я + 1. Разрежем куб

плоскостями, параллельными какой-нибудь
грани, на слои (2я +1) х (2п +1) х 1.

Так как любой полукирпич 2x2x1

МСН
Рис 121

пересекает каждый слой по четному числу единичных кубиков,
в каждом слое должен содержаться хотя бы один кубик, т.е.

общее число кубиков не меньше, чем 2я + 1. Покажем по

индукции, что разрезание с 2я + 1 единичным кубиком
существует. Предположим, что куб с ребром 2п - 1 разрезать

требуемым образом можно. Рассмотрим оболочку, которая
получается, если из куба с ребром 2я + 1 удалить все внутренние

кубики. Если удалить из этой оболочки два кубика, стоящие в

противоположных углах, то оставшуюся часть можно разбить
на 6 квадратов 2я х 2я х 1, каждый из которых содержит один

из оставшихся угловых кубиков. Следовательно, оболочку
можно разрезать на полукирпичи и два единичных кубика, а

внутренность куба по предположению индукции
-

на

полукирпичи и 2я - 1 кубик.
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10 класс

1. Пусть биссектриса угла С пересекает
описанную окружность треугольника ABC в точке Со , а высоты,

проведенные из вершин А, В -

в точках Д , Вх. Так как

ZAXAC = Z£t£C = 90° - ZC , точка

С является серединой дуги АХВХ, не

содержащей Со . Далее, прямая ОС0
является серединным

перпендикуляром к АВ> и значит, параллельна

высоте, проведенной из С. Проведя

эту высоту, найдем вторую точку Сх
ее пересечения с окружностью и

затем найдем точки А, В как середины

дуг АХСХ и АХСХ (рис.122).
2. Первое решение. Так как

ортоцентр треугольника ABC является

центром вписанной окружности

треугольника A'ffC, точка, симметричная В* относительно АВ,
лежит на прямой Л'С, т.е. совпадает с К. Аналогично В* и L

симметричны относительно ВС. Отсюда следует, что

ZAKC = ZA&C = ZC&A' = ZCL'A', т.е. точка пересечения
АК и CL лежит на серединном перпендикуляре к отрезку KL.

Так как ВК = В& = BL, этот серединный перпендикуляр
совпадает с биссектрисой угла KBL, которая в силу равенства
ZOBA = ZffBC = 90° - ZC проходит через О (рис.123).

Рис 122

Рис 123 Рис 124

Второе решение. Пусть ВТ
-

высота в АВА'С. Как известно,
О лежит на ВТ. Из подобия ВА'С и ВСА имеем ВТ/ВК =

= ВТ/ВВГ = ВА'/ВС = cos ZABC , поэтому ZKBT = ZLBT =

= ZABC . Тогда ZKBA = ZKBT - ZABT = ZABC - ZCBff =
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Рис 125

= ZABff. Тогда точки К и ff симметричны относительно АВУ
поэтому АК (и аналогично CD -

касательные к нашей

окружности в точках К и L. Они пересекаются на биссектрисе ZKBL ,

т.е. на ВТ = ВО (рис.124).
3. Первое решение. Пусть Сх

-

точка, диаметрально

противоположная С, С2
~

точка, симметричная Сх относительно

центра О второй окружности. Тогда, так как СХР1 АС , а

проекцией О на АС

является середина отрезка РА,

С2А J_ АС . Аналогично,

С2В 1 АВ . Значит,
центром описанной около

ABC окружности будет
середина отрезка СС2.
При этом СС2
параллелен отрезку между

центрами окружностей и вдвое
его длиннее.

Следовательно, искомым ГМТ будет
окружность, полученная
из той, на которой лежит

точка С, переносом на

вектор, определяемый центрами данных окружностей, без точек,

соответствующих Р и Q (рис.125).
Второе решение. Пусть Ох и Q

-

центры исходных

окружностей, а О -

центр окружности ABC. Тогда проекции Ог
и О2 на АС -

середины отрезков СР и РА, поэтому проекция

ОХО2 равна сЛ/2 . Аналогично, его проекция на СВ есть СА/2 .

Значит, проекции ОХО2 и СО на эти прямые совпадают, а

значит, О^з = СО. Тогда для каждой точки С точка О

получается переносом на вектор ОХО2, а значит, искомое ГМТ -

окружность, полученная переносом первой окружности на этот

вектор, кроме точек, соответствующих Р и Q.
4. Первое решение. Покажем, что произведения расстояний

от О до противоположных сторон четырехугольника равны.

Действительно, если Ху Y -

проекции D' на ВС и АВ, аГ, У
-

основания высот треугольника ABC, опущенных на эти же

стороны, то отношение расстояний от О до AD и CD равно

cos ZABD
_

cos ZCBD'
_

ВХ
_

СХ'
_

cos ZBCА

cosZCBD
~

cosZABD'
~

BY
~

AY'
~

cosZBAC
'

т.е. отношению расстояний от О до АВ и ВС. Покажем, что по

трем вершинам четырехугольника, обладающего этим свой-
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ством, четвертая определяется

однозначно, т.е. оно равносильно как

условию задачи, так и ее

заключению (рис.126).
Итак, пусть ABCD

- вписанный

четырехугольник, в котором

произведения расстояний от центра
описанной окружности до

противоположных сторон равны. Рассмотрим
четырехугольник ABXCDX, где Вх ,

Dx
-

точки, диаметрально

противоположные Ву D. Очевидно, что,

например, АВХ равно удвоенному расстоянию от центра
окружности до АВ, т.е. наше свойство равносильно тому, что

четырехугольник ABXCDX
- гармонический. Но в гармоническом

четырехугольнике три вершины однозначно определяют четвертую.

Второе решение. Отметим на нашей окружности со точки

С" и D" такие, что BD и BD" симметричны относительно

биссектрисы угла В, а АС и АС" симметричны относительно

биссектрисы угла Л. Тогда имеем uAD0 = uDC = kjCB
, т.е. С"

и D" симметричны относительно серединного перпендикуляра d

к отрезку АВ. Заметим, что точки В, D' и D" лежат на одной

прямой.
Выясним, как строятся точки С и D'. Пусть отрезок A'ff

симметричен отрезку АВ относительно О, а / - прямая, парал-



лельная АВ и проходящая через точку О -

центр со. Тогда

вторая точка пересечения высоты СНС треугольника ABC с со

получается из С симметрией относительно /, а ортоцентр' Нс из

этой точки - симметрией относительно АВ; наконец, D'
получается из Нс симметрией относительно О. Композиция этих трех

преобразований -

симметрия относительно середины К отрезка
A'ff (рис.127). Итак, точки С и D' лежат на окружности со',

симметричной о) относительно К.

Суммируем полученные результаты. Нам нужно доказать,
что точки А, С, С" лежат на одной прямой, т.е. что прямые

BD' и АС симметричны относительно d. Покажем для этого,
что точка С при отражении относительно d попадает на прямую

BD', а точнее
-

во вторую точку пересечения BD' и со'
(обозначим эту точку через D'o ). Это эквивалентно тому, что D

и Z)q симметричны относительно А'В".

Итак, пусть Ц)
-

точка, симметричная D'o относительно

А'К. Тогда

kjAD" = 2ZABD" = 2Z(BfA\ D'D") =

= kjA'D' + utfDo =

последнее равенство
-

в силу симметрии. Итак, kjAD" = uD0C ,

что и означает D = Do .

5. Первое решение. Нет. Рассмотрим, например,
правильный икосаэдр. Пять его граней, имеющие общую вершину,
являются боковыми гранями правильной пятиугольной
пирамиды. Центры этих граней образуют правильный пятиугольник,
стороны которого параллельны сторонам основания пирамиды.

Поэтому ребра икосаэдра параллельны ребрам додекаэдра,

образованного центрами его граней. Следовательно, параллельно
перенеся ребра икосаэдра, можно получить додекаэдр.

Второе решение. Рассмотрим призму ABCA'ffC с

разносторонним треугольником ABC в

основании. Пусть Вх
-

середина
Bff , а точки Ах и Сх

расположены на ребрах АА' и СС так, что

ААХ=ССХ (рис.128).
Тогда в многогранниках

АВСАХВХСХ и АВСАХВХСХ ребра
удовлетворяют условию. Легко

подобрать параметры так, чтобы

все ребра в каждом из них были

различными, а двугранный угол

при АВ -

непрямым. Тогда эти Рис 128
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многогранники не могут быть равными, так как двугранные углы

при одинаковых ребрах АВ и А'& дополнительны и потому

различны.

6. Первое решение. Обозначим концентрические
окружности через со и со', их центр

-

через О, точки касания а> с Ьх, Ь^ »

q , с2
-

через Д , fy , Сх , С2, точки касания ю' с ними же
-

через В[, В£, С{, С2. Все углы и дуги предполагаем

ориентированными, углы рассматриваем по модулю 180° (mod 180°),

дуги
-

по модулю 360° ( mod 360° ).

Рассмотрим пару Ъ{, ск. Рассмотрим точку В? ,

диаметрально противоположную Д на со. Тогда В{Ск I В?Ск || BlCk
(последнее

-

так как CkC'k и В{&{ проходят через О). Пусть прямые

&jC'k и B{Ck пересекаются в точке Xik. Тогда
ЩХ{кВ{=АС'кХ{кСк =90°, т.е.

это одна из точек пересечения fy
и ск. Другую точку их

пересечения мы обозначим через Yik.
Заметим, что дуги В{Ск , B{Xik и

XikCk окружностей со, Ь{ и с{
имеют одинаковую градусную

меру, ибо они гомотетичны.

Поэтому

Рис 129 -

, ,ОГкЧ

(рис.129).
Покажем, что точки Ххх, Х22, YX2 и У21 лежат на одной

окружности. Имеем (напомним - mod 180° ; см. рис.130)

ZXtlY12X22 = ZBxYnC2 + ZC2YnX22 =

Аналогично,

ZXnYnX22 + ZX22Y2XXXX = kjCxBx + иДС2 + uC2#2 + uB2Ct = 0 ,

что и требовалось.
Замечание. Приведем другой (может быть, более

естественный) способ выяснить ту же информацию про точки Xik и Yik.
Здесь в одном месте намеренно пропущена деталь, которая

впоследствии восстанавливается.
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Рис 130

Пусть X и У -

точки пересечения Ьг и ck. Тогда обозначим

через У6 и Ус проекции точки У на со из точек Д и Ck
соответственно. Эти точки являются образами У при гомотетиях,

переводящих, соответственно, Ь{ и ck в со. Обозначим радиусы

о) и со' через R и г. Радиусы

поэтому имеем

YYC YcCb л R

и ck равны

-1 =

т.е. вроде бы YbCk \\ YcBj . Тогда

ZBjYCk = иД-Сл, но такая точка на

окружности Ь{ (отличная от Д)
одна, что странно, ибо рассуждения

проходят и для точки X (рис.131). Рис 131
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На самом деле мы пользовались тем, что точка У не лежит

на прямой BtCk (иначе все рассматриваемые точки лежат на этой

прямой, и из равенства отношений нельзя вывести

параллельность). Значит, одна из точек пересечения лежит на этой прямой.
Для окружностей Ъ{ и ск обозначим через Xik их точку

пересечения, не лежащую на прямой BtCk, а через Yik
-

лежащую. Далее решение может быть продолжено как и выше.

Второе решение. Будем использовать два вспомогательных

факта. Первый состоит в том, что геометрическое место точек,

отношение степеней которых относительно двух данных

окружностей равно заданному числу, является окружностью или

прямой. Это можно доказать, например, методом координат.

Напомним, что степенью точки М относительно окружности
называется число d2 -г2, где г -

радиус окружности и d -

расстояние от ее центра до точки М. Второй вспомогательный

факт сформулируем в виде леммы.

Лемма 1. Две окружности с центрами Ох, Q и радиусами гх,

г2 пересекаются в точках А и В. Пусть Р
-

четвертая вершина

параллелограмма О2АОХР . Тогда для любой окружности с

центром Р, пересекающей обе окружности (первую
-

в точках

Мх, Nx, вторую
-

в точках М2 , М2 , рис.132), прямые МХМ2

и NXN2 проходят через точку А и
=

Рис 132

Доказательство. Треугольники РОХМХ и М2О2Р равны по

трем сторонам, откуда ZMXOXP = ZM2O2P . Кроме того,

ZPOXB = ZPO2B , поскольку О2ОХРВ
- равнобедренная

трапеция. Складывая эти равенства, получаем ZM£)XB = ZM2O2B,

поэтому kjBMx = иВМ2. Следовательно, ZMXAB = ZM2AB , и

прямая МХМ2 проходит через точку А. С прямой NXN2
-

аналогично. Далее, хорды MXNX и M2N2 стягивают на двух
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окружностях одинаковые углы, следовательно,
= —

.

M2N2 r2

Поскольку четырехугольник MXM2NXN2 вписанный,

треугольники MXANX и N2AM2 по- ^- ^

добны с коэффициентом

ANX
=

АМ2
~

MXNX
____, поэтому

AM,

М

W,

AN,

■ = — (см. рис.133).

Рис 133

Теперь начинаем решение
задачи. Пусть Р - общий

центр данных окружностей,
будем называть их большей и

меньшей окружностью,

окружности Ро, Pt радиуса R касаются данных внутренним

образом, а окружности Yo, ух радиуса г касаются большей

окружности внутренним образом, а меньшей -

внешним. Точки

пересечения Р; и yk обозначим Afk и A\k (первая точка

находится дальше второй от центра Р). Проведем произвольную
окружность с центром Р, она пересекает каждую из окружностей
Р; и yk в двух точках Ь/ , s = 0,1 (соответственно csk). При
обходе окружности Pj в положительном направлении, начиная

с точки ее касания с большей окружностью, сначала идет bf,
потом Ь\. С точками csk аналогично (рис.134). Все верхние

индексы берутся по модулю 2, например Ах\ = Ахо , cf = с}.

Покажем, что 4 точки А\^к О',ke {0,1}) лежат на одной

окружности. Пусть Ох, Ог
-

центры окружностей р0 и у0

соответственно. Тогда О2А$0ОхР -

параллелограмм, длины его

сторон
-

гн R. По лемме 1 прямые b^cj и b^cj пересекаются в

точке Aqq . Обозначим через Ь окружность, касающуюся р0 и Pt
в точках 6$ и Ь/ соответственно, а через с -

окружность,

касающуюся у0 и ух в точках cj и сх соответственно.

Предполагаем, что Ь и с не вырождаются в прямые. Пусть х
-

радиус

окружности Ь, взятый со знаком плюс, если эта окружность
касается Ро внешним образом, и со знаком минус, если

внутренним. Аналогично, у
-

радиус окружности с, взятый со знаком.

Пусть также В
-

вторая точка пересечения прямой 1$А$0 с
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Рис 134

окружностью Ь, а С -

вторая точка пересечения прямой CqA$0 с

окружностью с. В силу подобия окружностей имеем

$ = — b$A$0 , следовательно, степень точки А$о относительно

Ь равна . Аналогично, степень точ-

ки А^о относительно с равна 11 + — (^0Cq ) . Согласно лемме 1

имеем А$0Ь%/A$0Cq = R/r . Следовательно, отношение степеней

+ r)R
г—

0
точки А$о относительно окружностей Ь и с равно ,г .

Проведя то же рассуждение с точками Aft , А/о , А^х, получаем,

что у каждой из них отношение степеней относительно Ь и с

равно

окружности.
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1. Нет. Если число сторон многоугольника

нечетно, то каждая его диагональ параллельна какой-то стороне. Если

же число сторон равно 2ft, то из каждой вершины выходит

2ft - 3 диагонали, из которых для ft - 2 существуют
параллельные им стороны. Поэтому диагоналей, параллельных сторонам,
меньше половины.

2. Пусть радиусы двух окружностей с центром О равны R и

г (R>r). Тогда есть два семейства касающихся их окружностей:
R + r

с радиусами, равными —-—, и центрами, удаленными от О на

R-r R-r
и с радиусами, равными

—-—

, и центрами, удаленными

R + r

2

от О на При этом любые две окружности из одного

семейства симметричны относительно некоторой прямой,
проходящей через О, а любые две окружности из разных семейств

пересекаются или касаются. Отсюда вытекает следующее

построение.
Если радиусы данных окружностей равны, то центр искомых

концентрических окружностей лежит на прямой, относительно

которой данные окружности симметричны. При этом любая

точка О этой прямой, кроме точек пересечения данных

окружностей, может быть таким центром. Действительно, проведем через
О и центр одной из данных окружностей прямую и найдем точки

А, В ее пересечения с этой окружностью (рис.135). Окружности
с радиусами ОЛ, ОВ -

искомые.

Если радиусы данных окружностей различны, то центр
искомых окружностей удален от центра каждой из данных

Рис 136
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окружностей на расстояние, равное радиусу другой. Таких точек

существует две, если данные окружности пересекаются, и одна,

если они касаются. При этом искомые окружности строятся так

же, как в предыдущем случае (рис.136).
Таким образом, задача имеет бесконечно много решений, если

данные окружности равны; два решения, если радиусы
различны и окружности пересекаются; одно, если радиусы различны и

окружности касаются и ни одного для различных не

пересекающихся окружностей.
3. Треугольник можно разрезать на три треугольника, либо

соединив внутреннюю точку с вершинами, либо сначала

разрезав его на два треугольника прямой, проходящей через вершину,
а затем так же разрезав один из полученных треугольников.

Рассмотрим оба случая.
1) Пусть треугольник ABC разрезан на три треугольника

отрезками из точки М. Так как угол AMВ больше любого из

углов MAC, MBC, MCAt MCBy равенство треугольников
возможно только при /LAMB = ZBMC = ZMCA = 120° . Но тогда

MA = MB = МС, и исходный треугольник правильный.
2) Разрезать на два равных треугольника можно только

равнобедренный треугольник. Поэтому один из треугольников,

полученных при первом разрезании, должен быть

равнобедренным, а второй
-

прямоугольным, равным «половине» первого.

Отрезать же от исходного треугольника прямоугольный можно

только одним из следующих трех способов:
-

проведя в исходном треугольнике высоту. Но тогда второй

треугольник тоже будет прямоугольным и первый не может быть

равен его половине;
-

проведя в тупоугольном треугольнике ABC через вершину

тупого угла С прямую CD, перпендикулярную ВС. Тогда, так

как площадь треугольника BCD равна половине площади

треугольника ACD, должны выполняться равенства AD
= CD =

= 2BD, что невозможно, поскольку BD
-

гипотенуза
треугольника BCD]

-

проведя в треугольнике с пря-

мым углом С прямую BD. Тогда

аналогично предыдущему случаю

получаем, что AD = BD = 2CD и,

значит, ZB = 60° (рис.137).
4. Прежде всего заметим, что

биссектрисы смежных углов четы-

D рехугольника не могут быть парал-

Рис 137 лельны, так как сумма этих углов

120



меньше 360°. Если же параллельны, например, биссектрисы
ZA ZC

углов Аи С четырехугольника ABCD, то + ZB + = 180°

и ZB - ZD
. Поскольку четырехугольник вписанный, эти углы

прямые, и АВ2 + ВС2 = CD2 + DA2 .

5. Пусть о'
~

такая точка, что АО = АО' и ZOAO' = 90°.

Тогда ZO'AB = ZOAD и, так как АВ = AD, треугольники OAD
и О'АВ равны. Следовательно, о'Б = OD и, зная длины

отрезков ОБ, О'В, можно построить точку В, а затем и весь

квадрат (рис.138). Задача имеет два решения, симметричных
относительно прямой ОА.

Рис 139

6. Пусть М, N
-

центры касающихся окружностей. Тогда К
-

середина отрезка МЛГ, ZABM = ZACN = 90° , и ВМ = МК =

= KN = NC (рис.139). Так как АК -

медиана треугольника

AMN, АК1 =
2
_

2АМ2 + 2AN2 - MN2
=

АВ2 + АС2
4 "2

не зависит от

выбора точек В, С. Следовательно, К лежит на фиксированной
окружности с центром А. Вращая треугольник ABC вокруг А,
можно получить любую точку этой окружности.

7. Если С совпадает с О, утверждение задачи очевидно, а если

С -

точка, диаметрально противоположная О, то

ZCPO = ZCQO = 90° , т.е. прямые СР, CQ касаются второй
окружности и точки Л, В совпадают с Р, Q. В остальных

случаях, так как OP = OQ, то СО - биссектриса угла АСВ. При

симметрии относительно СО прямые СР и CQ переходят друг в

друга, а вторая окружность в себя, следовательно, точка Р

переходит либо в Q, либо в Б. Но СР Ф CQ , так что первый
случай невозможен. Значит, СР = СВ. Аналогично CQ = СА.

Отсюда вытекает равенство треугольников CAB и CQP, а
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значит, и утверждение задачи (рис.
140).

8. а) При п > 4 у выпуклого

я-угольника обязательно есть тупой
угол. Диагональ, соединяющая две

вершины, соседние с вершиной
этого угла, разрезает и-угольник на

тупоугольный треугольник и

Рис 140
^п ~ 1)-угольник. Поэтому, если

доказать утверждение задачи для

п = 5, то для остальных значений п оно выводится по индукции.

Заметим, что любой треугольник можно разрезать на три

тупоугольных треугольника. Действительно, соединим вершины

треугольника с центром / вписанной в него окружности. У

каждого из трех полученных треугольников угол при вершине /

тупой. Отсюда следует, что четырехугольник, отличный от

прямоугольника, можно разрезать на четыре тупоугольных

треугольника.

Рассмотрим теперь пятиугольник ABCDE. Пусть его угол А
-

тупой. Если BCDE -

не прямоугольник, то проведя диагональ

BE и разрезав BCDE на четыре тупоугольных треугольника,

получим требуемое разрезание. Если же BCDE -

прямоугольник, то углы В и Е пятиугольника тупые, т.е. ACDE не может

быть прямоугольником. Поэтому, проведя диагональ АС и

разрезав на четыре треугольника ACDE, опять получим
требуемое разрезание.

б) Пусть выпуклый я-угольник разрезан на п
- 1

тупоугольных треугольников. Сумма их углов равна (я-1)я, а сумма

углов n-угольника составляет (я-2)я. Поэтому сумма углов

треугольников, которые не примыкают к вершинам я-угольника,

равна я. Значит, среди них не более одного тупого. Поэтому к

вершинам я-угольника примыкает не менее я
- 2 тупых углов

треугольников. К одной вершине выпуклого я-угольника не

может примыкать изнутри более одного тупого угла. Значит,

я-угольник имеет не менее я
- 2 тупых углов. Но это верно не для

всякого выпуклого и-угольника при любом п > 3 .

в) Очевидно, что, проведя диагональ и разрезав каждый из

образовавшихся треугольников на три тупоугольных, получим

разрезание прямоугольника на шесть тупоугольных
треугольников. Докажем, что разрезать прямоугольник на меньшее число

тупоугольных треугольников нельзя. Предположим, что

прямоугольник разрезан на пять тупоугольных треугольников. Тогда,

рассуждая, как в п. б), получаем, что сумма углов этих тре-
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угольников, не примыкающих к вершинам прямоугольника,

равна Зя. Если все такие углы расположены в точках на

сторонах прямоугольника, то таких точек три и в каждой из них

находится не более одной вершины тупого угла. Поскольку в

вершинах прямоугольника тупых углов нет, получаем

противоречие. Если же некоторые вершины треугольников лежат внутри

прямоугольника, то получаем одну внутреннюю точку, в которой
сходится не более трех тупых углов, и одну точку на стороне, т.е.

общее количество тупых углов не превышает четырех, и опять

получаем противоречие. Аналогично доказывается, что

прямоугольник нельзя разрезать на два, три или четыре тупоугольных

треугольника.
9. Пусть Р

-

середина АС> L- точка пересечения диагоналей.

Применив теорему синусов к треугольникам АВР, ABL, СВР,

CBL, получаем, что AL/CL = (АВ/СВ)2. Аналогично, AL/CL

2 sin ZBDA sin ZCDP
= (AD,CDf , т.е. ВС/CD -AB/AD =

—^
=

—^
Следовательно, прямые ВР и DP симметричны относительно

АС. Пусть X
-

вторая точка пересечения прямой ВР с описанной

окружностью треугольника ABC. Точка, симметричная X

относительно серединного перпендикуляра к АС лежит как на

PD, так и на BD, и, значит,

совпадает с D. Таким образом,
четырехугольник ABCD - вписанный,
и АВ - CD = AD - ВС = (АС • BD)/2 .

Пусть прямая, симметричная АС

относительно биссектрисы угла А,

пересекает BD в точке Q. Тогда
треугольники ABQ и ACD подобны,

следовательно, АВ/АС = BQ/BD и

BQ = BD/2 (рис.141).
10. Очевидно, что середина от-

Рис

резка BD равноудалена от проекций
точек В и D на любую прямую. Докажем, что она равноудалена
и от проекций Xt Y точки В на IA и 1С.

Так как ZBXI = ZBYI = 90° , точки X, Y лежат на

окружности с диаметром BI', т.е. серединный перпендикуляр к отрезку
XY проходит через середину BI. Таким образом достаточно

доказать, что XY I ID. Действительно, в этом случае
серединный перпендикуляр к XY будет совпадать со средней линией

треугольника BDI и, значит, пройдет через середину BD.
Так как точки В, /, X, У лежат на одной окружности, угол
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между XY и ХА равен углу между BY

и В1У т.е. ZBIC - 90° .

Следовательно, угол между XY и ID равен

ZAID + ZBIC- 90° = 90° (рис. 142).
11. Рассмотрим сначала случай,

когда точки не лежат на одной
прямой. Если, например, С и D лежат по

одну сторону от прямой АВ, то

существует окружность со, проходящая

через С и D и касающаяся АВ. Тогда

через А и В можно провести окружность достаточно большого

радиуса, не пересекающую со. Следовательно, отрезки АВ и CD

должны пересекаться. Пусть О
-

точка пересечения серединных

перпендикуляров к этим отрезкам. Две окружности с центром О

и радиусами ОА и ОС либо не пересекаются, либо совпадают.
Таким образом, точки Л, В> С, D лежат на одной окружности. По

теореме о радикальных осях трех окружностей общая хорда
любых двух окружностей, проходящих через А, В и С, D

соответственно, проходит через точку пересечения АВ и CD.

Если же все данные точки лежат на одной прямой, то

очевидно, что отрезки АВ и CD пересекаются, а общая хорда
окружностей пересекает прямую, на которой лежат точки, в

точке Р, принадлежащей обоим отрезкам и удовлетворяющей
равенству РА • РВ = PC • PD • Эти условия определяют точку Р

однозначно.
12. Пусть О, / - центры описанной и вписанной окружностей

треугольника. Так как BI - биссектриса угла В равнобедренного
треугольника АХВС , AJ = 1С . Аналогично A2I = IB.

Следовательно,

АХ12 - А212 = /С2 - IB2 ={p-cf -(p-bf = а(Ь-с).
С другой стороны, если Bq , Со

-

середины АС и АВ, то

ОА} - ОЛ22 =

д

= ос02 -оя02

-(!H§J-HJ-H-
Следовательно, прямые AtA2 и О/

перпендикулярны (рис.143).
Аналогично получаем, что О/

перпендикулярна двум другим прямым.



13. Так как точки касания сторон треугольника с вневпи-

санными окружностями симметричны их точкам касания с

вписанной окружностью относительно середин сторон, то САХ =р-
- Ь, СВХ =р- а, АВХ = ВАХ= р-
-

с. Применив теорему Менелая к

треугольнику АСАХ и прямой ВВХ,
получаем, что AXN/AAX =(p - а)/р .

Гомотетия с этим коэффициентом и

центром А переведет точку Ах в

точку Р. Но отношение радиусов
вписанной и вневписанной

окружностей треугольника тоже равно

(р - а)/р , значит, образ точки Ах при этой гомотетии лежит на

вписанной окружности (рис.144).
14. 120°. Пусть О

-

центр описанной окружности
треугольника ABCу Н

-

его ортоцентр, и прямая ОН параллельна

биссектрисе угла С. Так как эта биссектриса пересекает описанную

окружность в середине С дуги АВ,

ОС LAB у т.е. четырехугольник
ОССН -

параллелограмм и СИ =

= ОС' = R. С другой стороны, СН
=

= 2#|cosZC|, значит, угол С равен

60° или 120°. Но в первом случае

лучи СО и СН симметричны
относительно биссектрисы угла С, так что

прямая ОН не может быть

параллельна этой биссектрисе.
Следовательно, ZC = 120° (рис.145).

15. Пусть А у В
-

точки

пересечения искомой прямой с одной

окружностью, С, D -

с другой, М
-

середина отрезков AD и ВС. Тогда степени

точки М относительно окружностей
равны, т.е. М лежит на их

радикальной оси. Пусть L -

середина отрезка

между центрами окружностей. Так как проекциями центров на

искомую прямую являются середины отрезков АВ и CD,
проекцией точки L на эту прямую будет точка М. Следовательно,
ZLMP = 90° и М лежит на окружности с диаметром LP. Таким

образом, чтобы построить искомую прямую, надо найти точки

пересечения этой окружности с радикальной осью. Задача может
иметь два, одно или ни одного решения.

16. Точки X, У являются центрами гомотетии каждой из
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данных окружностей с касающейся. Следовательно, прямая XY

проходит через центр гомотетии данных окружностей, т.е. точку

пересечения АВ с линией центров. Пусть У' -

отличная от У

точка пересечения этой

прямой с второй окружностью.
Тогда BY || АХ и ZXYB =

= ZTBA = я - ZBAX .

Поэтому четырехугольник
AXYB - вписанный и точка

Р пересечения прямых АХ и

BY является радикальным

центром данных

окружностей и окружности,
описанной около этого четырехугольника, т.е. лежит на радикальной
оси данных окружностей (рис.146). Очевидно, что любая точка

радикальной оси принадлежит искомому ГМТ.

17. Отложим на продолжении стороны АВ за точку Б и на

продолжении стороны АС за точку С отрезки ВСХ = СВХ = ВС .

Пусть А' -

точка пересечения ВВХ и

ССХ . Тогда прямая АА' проходит

через искомую точку (рис.147).
Действительно, так как

треугольники ВСВХ и СВСХ
равнобедренные, прямые ВВХ и ССХ
параллельны биссектрисам углов С и В.

Поэтому при гомотетии с центром А и

коэффициентом 1/2 эти прямые

перейдут в биссектрисы углов
серединного треугольника, а точка А' -

в искомый центр.

Аналогично, используя второй отмеченный на линейке

отрезок, построим прямую, проходящую через В и исходную точку.
18. Первое решение. Пусть С

-

средний угол треугольника.

Тогда \Ь - с\ + \с - а\ = \а - Ь\ и левая часть неравенства равна

а2 + Ь2 + с2 - 2(а - bf = АаЬ - (а2 + Ь2 - с2) = 2аЬ(2 - cosZC).

Поскольку правая часть равна 2у[ЪаЬ sin ZC , данное

неравенство равносильно следующему:

2 - cos ZC >>/3 sin ZC

Но
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следовательно, данное неравенство всегда справедливо и

обращается в равенство только при ZC = 60° .

Второе решение. Вновь полагая, что с
-

средняя сторона

треугольника, обозначим х =

р
-

а, у
=

р
- b, z =

р
-

с, где р
-

полупериметр, и запишем левую часть в виде

a2+b2-(a-bf+c2-(a-b)2=2ab
= 2(х + z){y + z) + Аху = 2pz + бху .

И поскольку правая часть равна Ay]3pxyz , неравенство
принимает вид

pz + Зху
- 2yj3pxyz = lyfpx - yj3xy) > 0 .

19. Точки Мх, Nx симметричны относительно прямой АВ,
так что MXNX равно удвоенному расстоянию от Мх до АВ.

Аналогично M2N2 равно удвоенному расстоянию от М2 До #С-

Кроме того, СМ2 = CD = АВ,

АМХ = AD = ЯС, £Mt = ВМ2, и

значит, треугольники АВМХ и

СМ2В равны. Поэтому искомое

отношение, равное отношению высот

этих треугольников, обратно
отношению соответствующих сторон, т.е.

равно Ь/а (рис.148).
20. а) Да. Пусть X, У -

две

точки, делящие периметр многоуголь- Рис. 148

ника пополам и не являющиеся его вершинами, X', У -

точки

на тех же сторонах, удовлетворяющие условию XX' = YY', р -

точка пересечения прямых XY и X'Y'. Так как каждая из этих

прямых делит многоугольник на два равновеликих, площади

треугольников РХХ' и PYY' равны. А так как XX' = YY',
равны и высоты треугольников, опущенные на эти стороны.

Кроме того, ZXPX' = ZYPY', как вертикальные.

Следовательно, эти треугольники равны. Если прямые XX' и YY' не

параллельны, то отсюда следует равенство углов РХ'Х и PYY'.
Но при фиксированной паре X, У это равенство не может

выполняться для произвольных X', Y'. Таким образом, когда

одна из двух противоположных точек движется по стороне

многоугольника, другая движется по параллельной стороне,

причем длины этих сторон равны. Значит, многоугольник имеет

центр симметрии.

Примечание. Приведенное выше рассуждение

подразумевает, что никакие две стороны многоугольника не лежат на одной
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Рис 150

прямой. Если это условие не

выполняется, то многоугольник может

обладать требуемым свойством и не

иметь центра симметрии (рис.149),
б) Нет. Пусть, например, ABC

-

правильный треугольник, А', ff ,

С
-

середины его сторон.

Проведем шесть дуг окружностей по 60° с

центрами А!, ff, С с концами в

точках А, Ву Су А!
у ff, С

(рис. 150). Пусть X, У -

пара точек,

делящих периметр фигуры,
ограниченной этими дугами, пополам, и

точка X лежит, например, на дуге
Aff . Тогда У лежит на дуге А'В и

дуги АХ и Л'У равны. Так как дуги
АВ* и А'В являются частями одной

окружности с центром С , это

означает, что ZACX = /A'CY .

Следовательно, площадь фигуры AXYB

равна сумме площадей секторов
С'АХ и СBY у не зависящей от

положения точек X, У, площади треугольника CXY , также не

зависящей от положения этих точек, и площади двух
неизменных сегментов. Таким образом, эта площадь постоянна и, как

нетрудно видеть, равна половине площади всей фигуры.
Примечание. Существуют даже выпуклые фигуры,

обладающие указанным свойством. Например, фигура, ограниченная
кривой

х = 12cos(p + cos2(p + -cos4(p, у = 12sin(p-sin2(p + -sin4(p>

0 < ф < 2я ,

однако доказательство в этом случае существенно сложнее.

21. а) Верно. Пусть в треугольнике ABC /Л < ZB < ZC .

Тогда серединные перпендикуляры к сторонам АС и ВС

пересекают сторону АВ. Отрезки этих перпендикуляров, лежащие

внутри треугольника ABCt имеют равные проекции на прямые,

перпендикулярные АВ, но образуют с этими прямыми разные

углы. Следовательно, они не равны.

Пусть теперь ZA < ZB < ZC . Тогда серединные
перпендикуляры к АВ и АС пересекают соответственно АС и АВ и, значит,

отрезают от треугольника ABC подобные, но не равные тре-
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угольники. Отрезки перпендикуляров, лежащие внутри

треугольника, являются соответствующими сторонами этих

треугольников и, следовательно, не равны.

Отметим, что из приведенных рассуждений следует, что

наименьшую длину имеет отрезок серединного перпендикуляра,

проведенного к средней стороне треугольника.
б) Неверно. Например, рассмотрим треугольник с углами

ZA = я/8 , ZB = я/4 , ZC = 5я/8 и единичным радиусом
описанной окружности. В нем серединный перпендикуляр к АВ

пересекает сторону АС и его отрезок, лежащий внутри треугольника,

равен АВ tg Z Л/2 = sin (5я/8) tg (я/8) = sin (я/8). Серединный
перпендикуляр к ВС пересекает АВ и длина соответствующего

отрезка равна BCtgZB/2 = sin (я/8). Таким образом, эти

отрезки равны. Условию удовлетворяет также любой треугольник, в

котором ZA< ZB < ZC и cos ZAtgZB = sin ZC .

в) Нет. Если треугольник равнобедренный, то, как

показано в п.а), отрезки серединных перпендикуляров к боковым

сторонам короче высоты. Если же ZA < ZB < ZC и

cos ZAtgZB = sinZC , то отношение отрезков

перпендикуляров к наибольшей и средней сторонам треугольника равно
отношению самих этих сторон, т.е.

sin ZC
_

cos ZA
_

cos ZB

sin ZB cos ZB yl\-2cosZB + 2cos3ZB
'

Исследовав правую часть этого равенства, можно убедиться, что

ее максимум меньше, чем 4/3.
22. а) 13. б) Произвольно большое.
а) Сечение куба плоскостью основания пирамиды пересекает

все его грани и, значит, является выпуклым шестиугольником.

Вершины основания лежат на сторонах этого шестиугольника,
но не в его вершинах. Нетрудно видеть, что если на какой-то

стороне лежит больше двух вершин основания, то соединить их

несамопересекающейся ломаной, лежащей внутри
шестиугольника, невозможно. Поэтому основание имеет не более 12 вершин,
а пирамида

-

не более 13. Существование пирамиды с 13

вершинами очевидно.

б) В этом случае вершины
основания могут лежат на прямых,

содержащих стороны

шестиугольника, и их количество может быть

произвольно большим (рис.151).
23. Проведем через А прямую,

параллельную линии центров дан- ?ис
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ных сфер, и найдем вторые точки С, D ее пересечения со

сферами. Покажем, что середина В отрезка CD -

искомая

точка. Возьмем произвольную окружность, проходящую через
А и В, и рассмотрим сечения сфер плоскостью этой окружности.

Эти сечения представляют собой две окружности, одна из

которых проходит через точки Л и С, другая
-

через А и D.

Центрами этих окружностей будут проекции Ох, Q центров

сфер на плоскость сечения, следовательно, прямые ОХО2 и CD

параллельны. Поэтому достаточно доказать плоский аналог

утверждения задачи.

Пусть Хх, Х2
~

вторые точки пересечения окружности,

проходящей через Л и Б, с данными окружностями; А! -

вторая
точка пересечения данных окружностей. Тогда ОХО2

~

средняя
линия треугольника A'CD » т.е. СВ = BD = ОХО2 .

Следовательно, ОХВ = O2D = О2Х2, О2В = ОХС = ОХСХ. Кроме того, центр О

окружности АВХХХ2 равноудален от Ох и О^, поэтому

= ZBOXO + ZOOXXX = ZBOXO + ZAOXO =

X XXX X

ZAO2O + ZBO2O = ZBO2O + ZOO2X2 = ZBO2X2.

Таким образом, треугольники

OXXXB и QBX-z равны, а зна-
■

чит, ВХХ=ВХ2 (рис.152).
24. При t < 3/2. Пусть

ABC -

грань наибольшей

площади тетраэдра ABCD. Тогда

его объем равен V = SABCh/3 .

С другой стороны, он равен
половине произведения длин

противоположных ребер на

расстояние и синус угла между
ними. Пусть А'В?С -

треугольник, средними линиями которого

являются стороны ABC. Тогда, например, SA'^D = АВ • CD sin ф,
где ф

-

угол между АВ и CD. Поскольку сумма площадей
боковых граней тетраэдра больше площади его основания,

площадь треугольника A'BfC не превосходит утроенной
максимальной площади треугольников A'BfD , ffC'D

,
C'A'D , т.е.

d < ЗА/2. Усилить это неравенство нельзя, так как если взять

правильную пирамиду и устремить ее высоту к нулю, отношение

d/h будет стремиться к 3/2.

Рис 152
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Финальный тур

8 класс

1. Да. См., например, рис.153.
2. 2. Пусть V -

точка, симметричная L относительно АВ

(рис.154). Так как ZL'KA = 50° = ZKAL', L'K = L'A = LA. С

другой стороны, ZCAL = 40° =

= ZACL , т.е AL = CL. Из этих

равенств следует, что

СК = LU = 2LB .

Рис 153

3. Пусть в четырехугольнике ABCD Z.B = ZD, О -

точка

пересечения диагоналей. Предположим, что OB > OD. Тогда
точка D', симметричная D

относительно АС, лежит на

отрезке ОВ (рис.155).
Следовательно, по свойству
внешнего угла треугольника
ZAD'O > ZABO , ZCD'O >

> ZCBO . Но тогда ZD =

= ZADfC > ZB
-

противоречие. Таким образом, ОВ =

= OD, т.е. диагональ АС

является осью симметрии

четырехугольника. Значит,

биссектрисы углов В и D пересекают АС в одной и той же точке, которая

равноудалена от всех сторон четырехугольника.
4. Так как треугольники САА', CBff - равнобедренные,

ZCAA = ZC0CA , ZCBB* = ZC0CB . Следовательно, расстояния
от точки С до прямых АСХ и ВСХ равны соответственно

расстояниям от Л и Б до прямой СС0 . Но СС0
-

медиана, так
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что эти расстояния равны. Таким

образом, точка С равноудалена
от прямых СХА и СХВ , т.е.

ZCCXA = ZCCXB . Отсюда
получаем, что

ZCXCA - ZCXCB =

= ZCXBC - ZCXAC = ZC0CB - ZC0CA
Рис 156 (рис. 156). Это, очевидно,

равносильно утверждению задачи.

5. Нет. Пусть стороны треугольника А'&С параллельны

медианам треугольника ABC. Тогда стороны ABC параллельны

медианам А'ВГС и, значит, углы между медианами и высотами

в обоих треугольниках одни и те же. При этом в общем случае
треугольники не подобны.

6. Тупоугольных. Зафиксируем две вершины Аи В

треугольника. Если они являются противоположными вершинами

2008-угольника, то при любой третьей вершине С треугольник
ABC -

прямоугольный. В противном случае пусть А', В -

вершины 2008-угольника, противоположные Л, В. Треугольник
ABC будет остроугольным тогда и только тогда, когда С

находится на меньшей из двух ограниченных точками А', В* дуг
описанной около 2008-угольника окружности. Следовательно,

при любых фиксированных Л, В среди треугольников, имеющих

эти две вершины, остроугольных не больше, чем тупоугольных,

а для некоторых пар вершин строго меньше. Значит, и всего

тупоугольных треугольников больше.

7. 1/3. Пусть X, У -

точки, делящие отрезок ЛС на три

равные части (АХ = XY = YC)\ U, V -

точки пересечения

прямых ВХ, BY с дугой АС\ Z -

точка пересечения прямых ВС

и UV (рис.157). Тогда, так как UV \\ АС, то VZ = UV = VC.

Следовательно, ZUCZ = 90° . С

другой стороны, по теореме о

вписанном угле ZACU = ZUCV = р/6 ,

a ZBCA = 90° - а/2 . Из этих

равенств вытекает, что р = За .

8. Да. Пусть ABCD
-

четырехугольник, образованный центрами
окружностей, X

-

вершина исходного

четырехугольника, лежащая на

стороне АВ. Так как его стороны явля-

Рис 157 ются биссектрисами внешних углов
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Al

исходного четырехугольника, биллиардный шар, выпущенный
из X вдоль стороны исходного четырехугольника, отражаясь от

сторон ABCD у будет все время двигаться по сторонам.

«Выпрямим» траекторию шара, построив четырехугольники: AXBCDX,
симметричный ABCD относительно

ВС, A2BXCDX , симметричный
AXBCDX относительно CDX , и

A2B2CXDX, симметричный A2BXCDX
относительно DXA2. Тогда
траектория перейдет в отрезок XX', где

X' -

точка на А2В2, такая что

А2Х'= АХ (рис.158). При этом

ZX'XB = ZXXfA2, т.е. А2В2 \\ АВ .

Следовательно, взяв вместо X

другую точку отрезка АВ, соединив ее

с соответствующей точкой отрезка

A2Z?2 и произведя обратные отра-
Рис 58

жения частей полученного отрезка, мы получим новый

четырехугольник, удовлетворяющий условиям задачи. Таким образом,
существует бесконечное множество четырехугольников, для

которых Л, В, С, D
-

центры вневписанных окружностей. Однако
периметры всех этих четырехугольников равны длине отрезка
XX' = АА2, не зависящей от выбора точки X.

9 класс

1. Нет. Например, из трапеций, основания

которых равны 1 и 2, а боковые стороны
- 1 и V2 , можно, продолжая

конструкцию, изображенную на

рисунке 159, составить

несимметричный шестиугольник.
2. Если четырехугольник

-

трапеция, то прямая, соединяющая

проекции точки на боковые стороны,

должна быть параллельна основаниям.

Очевидно, что геометрическое место

таких точек
-

прямая, проходящая

через точку пересечения боковых

сторон без самой этой точки. Также

ясно, что для прямоугольника иско-
Рис 159

мое ГМТ -

вся плоскость, а для параллелограмма, отличного от

прямоугольника, таких точек не существует.

Пусть прямые АВ и CD пересекаются в точке X, ВС и DA -

в точке У. Обозначим проекции произвольной точки Р на
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прямые АВ, ВС, CD, DA

через К, L, M, N, а точку

пересечения КМ и LN

через О (рис.160). Так как

четырехугольники YLPN и

ХКРМ -

вписанные,

получаем, что ZPLN = АРУА и

ZPMK = ZPXA.

Следовательно,

ZMOL = n-ZC- ZPLN - ZPMK = n-ZC-(ZA- ZXPY).

Поэтому условие ZMOL = я/2 равносильно условию
ZXPY = ZA + ZC - я/2. Значит, искомое ГМТ

-

окружность,

проходящая через точки X и У без самих этих точек.

3. Пусть R и 5 -

радиус описанной окружности и площадь

треугольника ABC. Используя теорему синусов и формулы 5 =

=

pr
= abc/AR, преобразуем правую часть неравенства:

_ р _

R (sin ZA + sin ZB + sin ZC)
_

7 >/2Д2 sin ZA sin ZB sin ZC

I sinZA / sinZB f si

V2sinZ£sinZC \2sinZCsinZA \2sin2

sin ZC

2sinZAsinZ#

Из неравенства о средних следует, что

2
<

f sinZB
~~

|
f sin ZC

~~

VsinZA
""

V sin ZC sin ZA
+
VsinZAsinZB

'

Сложив это неравенство с двумя аналогичными, получим
утверждение задачи.

4. Первое решение. Из решения задачи 4 для 8 класса

следует, что прямые ААХ, ВВХ, ССХ пересекаются в одной точке

L, а точка Ct лежит на окружности, проходящей через А, В и

центр О описанной около ABC окружности. Поэтому

ZOCXL = ZACXC - ZACf> = ZACXC - ZABO =

т.е. Сх лежит на окружности с диаметром OL. Аналогично

получаем, что Ах и Вх тоже лежат на этой окружности.

Второе решение. Рассмотрим точку С2, изогонально

сопряженную Сх . Из условия следует, что ZC2AB = ZC2CA и

ZC2CB = ZC2BA . Значит, окружности С2АС и С2ВС касаются
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Рис 161

прямой АВ в точках А и В. Поэтому радикальная ось этих

окружностей
-

прямая СС2
-

проходит через середину АВ, т.е.

С2 лежит на медиане треугольника ABC. Соответственно Сх
лежит на симедиане, а прямые ААХ, ВВХ, ССХ пересекаются в

точке Лемуана L.

Как известно, симедиана CL проходит через точку с'
пересечения касательных к описанной окружности треугольника
ABC, проведенных в точках А и В. Очевидно, что точки А, В
лежат на окружности с диаметром ОС • Как показано в первом

решении, Сх лежит на этой же окружности. Следовательно,

ZOCXL = я/2 и Сх лежит на окружности с диаметром OL.

5. Да, например, склеив тетраэдр из развертки,
изображенной на рисунке 161, и разрезав его поверхность по жирным

линиям, получим два равных
правильных шестиугольника (темный и

светлый).
6. Пусть Сх, С2

~

основания

биссектрисы и высоты, проведенных
из вершины С треугольника ABC, a

М -

его центр тяжести. Очевидно, вершина С лежит на

перпендикуляре, восставленном из С2 к прямой СХС2. Кроме того,

проекция М на этот перпендикуляр делит высоту треугольника

в отношении 2:1, что позволяет сразу построить точку С и

середину Со стороны АВ.

Пусть С
-

точка пересечения прямой ССХ и перпендикуляра
/ к прямой СХС2, проведенного из Со . Точка С лежит на

описанной окружности
треугольника ABC (рис.162), следовательно,

серединный перпендикуляр к СС'

пересекает / в центре О этой

окружности. Построив окружность, мы

найдем вершины Л, В как точки ее

пересечения с прямой СХС2 .

7. R.

Первое решение. Докажем, что

точка Z лежит на окружности АВН,

радиус которой равен R. Пусть Я' -

вторая точка пересечения
окружностей XYH и АВН, С -

ортоцентр

треугольника АВН' (рис.163). Тогда с' лежит на окружности,

симметричной АВН относительно АВ, т.е. на окружности ABC.

Поэтому СН = С'Н' = 2/?|cosZC| и СНН'С -

параллелограмм.
Так как СС и НН' -

хорды равных окружностей ABC и XHY,

Рис 162
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они симметричны относительно

центра симметрии этих

окружностей - середины XY.

Следовательно, XCYH'
-

параллелограмм, и

Я' совпадает с Z.

Второе решение. Точка Z

получается из С отражением
относительно середины Т отрезка XY.

Пусть Я' -

отражение Я относи-

тельно Т. Тогда СН = W2 .

Заметим, что при сдвиге на СН

окружность ABC переходит в окруж-

Рис 163
"* ^

ность АВН (достаточно
представить этот сдвиг как композицию

симметрии относительно диаметра, параллельного АВ, и

относительно АВ). Значит, точка Я' при этом сдвиге переходит в точку

Z, лежащую на окружности АВН, радиус которой равен R.

Третье решение (А.Ефимов).Пусть О, Oj- центры
описанной окружности треугольника ABC и окружности, проходящей

через Я. Тогда Ot лежит на окружности с центром Я и радиусом
R. Значит, середина отрезка ООХ лежит на окружности с

центром в середине отрезка ОН и радиусом R/2, т.е.

окружности девяти точек треугольника АВС. Поскольку середины
отрезков ООХ, XY и CZ совпадают, точка Z лежит на окружности

-

образе окружности девяти точек при гомотетии с центром С и

коэффициентом 2, т.е. окружности радиуса R, проходящей

через А и В.

8. Пусть X, Y -

точки пересечения со и /. Рассмотрев

центральную проекцию из со на / с центром С, получаем

равенство двойных отношений: (АВ; XY) = (&A'\ XY). Далее,
так как ZA'PA-ZffPB-ZXPY = я/2 , получаем, что

(Л'Б;ХУ) = (Л^;УХ) . Следовательно, (AB\XY) =

= (А"В"\ YX), т.е. точка пересечения прямых АА" и ВЕГ
лежит на со. Через эту же точку проходит и прямая СС".

10 класс

1. При п = 3. Предположим, что п Ф 3. Если п >

> 4, то граница хотя бы одного из полученных при разрезании

многоугольников содержит отрезки, по крайней мере, трех

сторон исходного многоугольника, и значит, вписанные в эти

многоугольники окружности совпадают. Это утверждение
остается верным и при п = 4, так как многоугольники, на которые

разрезан исходный, имеют разное число сторон и, следователь-
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но, разрезающая прямая не является диагональю

четырехугольника.

Таким образом, разрезающая прямая касается окружности,

вписанной в исходный w-угольник, и отрезает от него

треугольник. Вершинами оставшейся части являются п
- 1 вершина

исходного многоугольника и две точки, лежащие на его

сторонах. Поскольку п -1 > 3, эти вершины определяют

единственную окружность, которая проходит через оставшуюся вершину

многоугольника и, значит, не проходит через внутренние точки

его сторон. Следовательно, оставшаяся часть не вписана в

окружность
-

противоречие.

Примечание. Очевидно, что для любого треугольника можно

провести касательную к вписанной в него окружности,

разрезающую его на треугольник и вписанный четырехугольник.
2. Пусть Н -

ортоцентр треугольника ABC, I -

центр
вписанной в него окружности, О

-

центр описанной, М
-

центр

тяжести, /0
-

центр окружности, вписанной в серединный
треугольник. Очевидно, что ортоцентр Нх треугольника АХВХСХ
симметричен Н относительно /0. С другой стороны, для

треугольника, образованного центрами
вневписанных окружностей, /

является ортоцентром, ABC
-

ортотреу-

гольником, а значит, описанная

около ABC окружность
-

окружностью
девяти точек. Следовательно, центр
описанной окружности
треугольника, образованного центрами
вневписанных окружностей, симметричен

О

Н

Рис. 164

Его медиана

В

I относительно О. Рассмотрим треугольник 1ННХ
110 проходит через М и делится этой точкой в отношении 2:1.

Значит, М
-

центр тяжести этого треугольника. Но М также

делит в отношении 2 : 1

отрезок НО. Следовательно, О
-

середина отрезка 1НХ
(рис.164).

3. Точка Р является

центром гомотетии окружностей
(о и (D|. Следовательно,
AD || MN , т.е. отрезок AD

перпендикулярен линии

центров окружностей о)) и а>2 , а

точки А и D симметричны
относительно этой линии. D
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в
отрезке

CC =

Аналогично В и С симметричны
относительно этой линии, и значит,

АВ = CD (рис.165).
4. Прямая, перпендикулярная /

и проходящая через точку С' на

С0С2 , такую что

• CqC2 •

Пусть С3 , СА
-

точки касания

стороны АВ с вписанной и вневпи-

санной окружностями
треугольника. Тогда Со

-

середина отрезка

С3С4 . С другой стороны, точки

С3 , С4 являются проекциями на

прямую АВ центров /, 1С
вписанной и вневписанной окружности

(рис. 166). Так как эти центры

лежат на прямой ССХ ,

выполняются равенства:

=
СХС3

CXIC

Из этих равенств следует, что точка С3 совпадает с

определенной выше точкой С • Возьмем теперь любую точку /,

проекция которой на / совпадает с С3 . Прямая СХ1 пересекает

перпендикуляры к /, восставленные из С2 и Со , в точке С и

центре описанной окружности треугольника IAB. Проведя эту

окружность и найдя точки ее пересечения с /, мы получим

искомый треугольник.

3-75
5.
—j=— . Пусть X, Y -

точки, в которых плоскость сечения

пересекает стороны CD и DA основания ABCD пирамиды. Тогда

пятиугольник ABCXY является

центральной проекцией правильного

пятиугольника. Следовательно, двойное

отношение Л, У, D и бесконечно

удаленной точки прямой AD равно

двойному отношению четырех точек, в

которых четыре прямые, содержащие

стороны правильного пятиугольника,

пересекают пятую (рис.167), т.е.:

Рис. 167
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Точка X делит отрезок CD в таком же отношении, следовательно,

искомое отношение равно

XY 3-V5
АВ >/2

'

Примечание, Так как отношение стороны пятиугольника к

стороне основания определяется однозначно, отношение

стороны основания к боковой стороне пирамиды также определяется
однозначно. С другой стороны, известно, что плоскости 8 граней
правильного икосаэдра ограничивают правильный октаэдр.

Поэтому пирамида, удовлетворяющая условиям задачи, является

половиной октаэдра, т.е. ее боковое ребро равно стороне
основания.

6. Пусть произведение сторон АС
= Ь и ВС = а треугольника

ABC равно SRr. Так как площадь треугольника S
=

pr
= abc/AR,

гдер
-

полупериметр, получаем, что

AprR = abc = 8Rrc, т.е р
= 2с или а +

+ Ь = Зс. Поскольку Ь <

<а + с, отсюда следует, что 2а > 2с

и с < а. Аналогично с < Ь. Таким

образом, С как строго наименьший

угол треугольника меньше 60°.
7. Пусть окружность,

построенная на АА', пересекаетЛС в точке X,
а окружность, построенная на ВВ*,
пересекает ВС в точке У (рис.168).
Так как ZAXA' = ZBYBf

,

треугольники CXAf и CYff подобны, т.е. СХ/СА' = CY/CB*. Тогда

CXCA = 2CXCB' = 2CYCA' = CYCB.

Следовательно, степени точки С относительно обеих

окружностей равны, т.е. С лежит на их радикальной оси.

8. Назовем 1-близкими точки, расстояние между которыми не

превосходит 1.

Если диаметр данного множества V не превосходит V5 , то V

можно покрыть кругом радиуса 1. Этот круг можно выбрать так,

что на его границе будут лежат точки из V. Обозначим центр
этого круга через X, а точку на границе через У.

Заметим, что точки множества V \ B(Y, 1) попарно 1-близ-
ки, а значит, диаметр этого множества не превосходит 1. Кроме
того, отрезок [Х,У] разбивает множество VC\B(Y, 1) на две

части, диаметр каждой из которых не превосходит 1. Так мы

получаем нужное нам разбиение.
Если же найдутся такие две точки X, у е у , что
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d(X, Y)> v3rf , тогда легко понять, что множества V \ В(Х, 1),
V \ Б(У, 1) и V П В(Х, 1) П B(Y, 1) в объединении дают все V,
и диаметр каждой из этих частей не превосходит 1.

Действительно, точки каждого из множеств V\B(X, 1) и V\B(Y, 1)
попарно 1-близки. А множество VC\B(X, 1)П#(У, 1) целиком

лежит внутри В(Х> 1)П B(Y, 1), диаметр которого не больше 1

(и достигается на отрезке, соединяющим точки пересечения

окружностей S(X, 1) и 5(У, 1).
ПЯТАЯ ОЛИМПИАДА (2009)

Заочный тур

1. Пусть отрезки ВХСХ и В2С2 пересекаются в

точке D (рис. 169). Тогда по теореме о внешнем угле
треугольника

ZBXOB2 = ZABXO - ZAB2O = (ZABXCX - ZAB2C2)/2 =

Аналогично ZCXOC2 = ZCxDC2/2 , т.е. эти углы равны.

В С

В2
-М

Рис 169 Рис 170

2. Да. Предположим, например, что отрезки АА' и Bff

равны. Тогда из равенства периметров треугольников АА'В и

АА'С следует, что ВА' = (АВ + ВС + СА)/2 - АВ. Аналогично,
А& = (АВ + ВС + СЛ)/2 , и значит, треугольники ЛБА' и BA#

равны по трем сторонам. Но тогда ZA = Z.B , что противоречит

неравнобедренности треугольника ABC.

3. Пусть KLMN
-

четырехугольник, образованный
биссектрисами (рис.170). Так как АК и ВК - биссектрисы смежных

углов трапеции, то ZLKN = 90° . Аналогично, ZLMN = 90° .

Следовательно, LK2 + KN2 = LM2 + MN2. С другой стороны,
из перпендикулярности диагоналей получаем, что

KI? + MN2 = KN2 + LM2. Из этих двух равенств следует, что

KL=LMn MN = NK, а значит, ZNKM = ZNMK . Но точки К,

М, как точки пересечения биссектрис смежных углов,
равноудалены от оснований трапеции, т.е. KM \\ AD. Поэтому
ZCAD = ZBDA , и трапеция равнобокая.
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4. При отражении лучей от окружностей выполняются

условия QAX = АХА2 = А2А3 =
... и QBX = ВХВ2 = В2В3 = .... Значит,

Z(PQ,PAX) = Z(PAX,PA2) = Z(PA2,PA3) = ... и Z(PQ,PBX) =

= Z(PB2f РВз) = ... (углы ориентированные). Кроме того, так

как точки Ах , Вх , Р лежат на одной прямой, то

Z(PQ, PAX) = Z(PQ, PBX). Следовательно, при любом i имеем

Z(PAt_x, PAt) = Z(PB{_X, PBt), откуда по индукции получаем,
что точки Аг, Bif P лежат на одной прямой.

5. Из условия задачи следует, что ZBOC = ZBOXC = ZA . С

другой стороны,

ZBOC = 180° - (180° - ZB)/2 - (180° - ZC)/2 = (180° - ZA)/2 .

Отсюда получаем, что ZA = 60° .

6. Пусть ABC
-

прямоугольный треугольник с гипотенузой
AS, Ia , 1Ьу 1С -центры его вневписанных окружностей (рис. 171).
Тогда

ZAICB = 180° - (180° - ZBAC)/2 - (180° - ZABC)/2 =

= (ZBAC + ZABC)/2 = 45°
,

ZAIaB = 180° - ZBAC/2 - ZABC - (180° - ZABC)/2 =

= 90° (ZBAC + ZABC)/2 = 45°

и, аналогично, AIb = 45° , причем
точки Ia , Ib лежат по одну сторону от

прямой АВУ а 1С по другую.
Следовательно, все эти три точки лежат на

двух окружностях сх, с2,
проходящих через точки Л, Б, в которых

хорда АВ стягивает дугу в 90°.

Пусть прямые ft, / проходят
соответственно через А, В

перпендикулярно АВ. Когда точка С описывает

полуокружность с диаметромАВ,
каждый из центров пробегает четверть

соответствующей окружности. А
именно, 1а пробегает дугу между В и

точкой пересечения окружности с /;
h

~

ДУ^ между А и точкой

пересечения окружности eft; Ic
-

дугу между
точками пересечения окружности с ft

и /. Когда С описывает всю окружность с диаметром АВ>
исключая точки Л, В, центры пробегают искомое ГМТ, а именно

дуги окружностей сх, с2, которые лежат вне окружности с
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n

Рис 172

диаметром АВ и из которых
исключены их концы А, В и точки их

пересечения с прямыми k> I.

7. Пусть / -

центр вписанной

окружности треугольника ABC, P
-

точка пересечения MN и АС

(рис.172). Так как точки М и N

лежат на окружности с диаметром

ВС, то ZMNB = ZMCB = ZACI.

Следовательно, точки С, /, Р, N
лежат на одной окружности и ZCPI = ZCNI = 90°. Значит, Р

-

точка касания АС с вписанной окружностью. Для стороны АВ

доказательство аналогично.

8. Нет, см., например, рисунок 173.

9. а) Для каждой из данных точек

существует такая проходящая через нее

прямая, что все другие заданные точки

лежат по одну сторону от этой прямой. Это

позволяет среди всех единичных

треугольников с вершиной в рассматриваемой
точке выделить два треугольника

-

«крайний
левый» треугольник и «крайний правый»
треугольник (не исключено, что они могут

совпадать). Будем называть эти два

единичных треугольника присоединенными к

этой вершине
Рис 173

Лемма. Каждый единичный треугольник будет
присоединенным по крайней мере трижды.

Доказательство. Предположим, что единичный треугольник
не является «крайним левым» для вершины С и не является

«крайним правым» для вершины В

(рис.174).
Тогда на дугах АВХ и iQ

обязательно будут заданные точки. Но эти

точки вместе с точками Л, Б и С не

образуют выпуклую оболочку.
Поэтому этот треугольник будет
присоединенным одним из двух указанных

выше способов. Значит, он будет
«крайним левым» для вершины С или «крайним правым» для

вершины В. Аналогично, он будет «крайним левым» для

вершины А или «крайним правым» для вершины С, а также «крайним
левым» для вершины В или «крайним правым» для вершины А.
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А это значит, что он будет присоединенным по крайней мере
трижды, что и требовалось доказать.

Предположим теперь, что для заданных точек существует k

единичных треугольников. Поскольку для каждой из п точек

существует максимум два присоединенных треугольника, то

2п -

это наибольшее количество всех возможных

присоединений. Так как каждый единичный треугольник будет
присоединенным по крайней мере трижды, то 3k -

это наименьшее

количество из всех возможных присоединений. Таким образом,
2

3k<2n, т.е. k<-n.
\5

б) Рассмотрим ромб, который состоит из двух правильных

треугольников, и будем поворачивать его на очень «маленькие»

углы вокруг одной из его тупых вершин так, что в результате

получим т ромбов.
Если все углы поворота меньше я/3 , то все вершины наших

ромбов будут вершинами выпуклого многоугольника. При этом

п = Зт + 1, k = 2т, и, если т достаточно велико, k > 0,666я.
10. Пусть D

-

точка пересечения ОСХ с перпендикуляром
из С наАВ (рис. 175). Так как D лежит на описанной окружности

треугольника АОВ и АО = ОБ, то ZADCX = ZBDCX. Значит,
AD/BD = АСХ/ВСХ = АС. С другой

стороны, так как CD _L AB , то

АС2 + BD2 = AD2 + ВС2 . Из этих

равенств следует, что АС = AD, т.е. D

симметрична С относительно АВ. Но

тогда ССХ пересекает серединный

перпендикуляр к АВ в точке,

симметричной О. Поскольку точка пересечения

биссектрисы и серединного

перпендикуляра лежит на описанной

окружности, получаем, что хорда АВ делит

перпендикулярный ей радиус
пополам. Следовательно, опирающийся на

эту дугу ZC = 60° .

11. Из условия следует, что

/ВАС + ZBCD = ZACD + ZBAD = 180° . Значит, ABCA =

= ZCAD , т.е. AD \\ ВС и отрезок, соединяющий середины АВ и

CD, является средней линией трапеции и равен (AD + ВС)/2.
Кроме того, так как ZACD = /ЛВС и ZBAC = ZCDA , то

треугольники ABC и DCA подобны. Следовательно,

АС = AD • ВС и утверждение задачи вытекает из неравенства

о среднем арифметическом и среднем геометрическом.
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12. Из условия следует, что СВХ/СА = СВ/СА = BL/LA =

= B2L/AL, т.е. B&WCL (рис.176). Аналогично АХА2 \\ CL .

Значит, ZABXB2 = ZBAXA2 = ZC/2 . При симметрии
относительно CL точки В и Ах перейдут в Вх и Л, а точка А2

-

в некоторую

точку А'. При этом ZA'AB2 + ZAfBxB2 = ZA + ZB + 2ZC/2 =

= 180° . Следовательно,
четырехугольник ААГВХВ2 вписанный и точ- С

ки Ох, О2 симметричны
относительно CL.

С

Рис 176

13. Центры вписанной и вневписанной окружностей / и 1С
лежат на биссектрисе угла С. Пусть С

-

точка пересечения

этой биссектрисы со стороной АВ (рис.177). Тогда С1/С1С = г/гс =
= С7/С7С, где г, гс

-

радиусы вписанной и вневписанной

окружностей. Поэтому для любой точки X окружности с

диаметром СС отношение Х1/Х1С будет одним и тем же. Так как

основание Н высоты, опущенной на АВ, лежит на этой

окружности, Н1/Н1С = С1/С1С = С'1/С'1С , т.е. НС и НС -

внутренняя и внешняя биссектрисы угла 1Н1С. Следовательно,
проведя эти биссектрисы, мы восстановим точку С и прямую АВ.

Поскольку ZIAIC = ZIBIC = 90° , точки Л, В лежат на

окружности с диаметром Нс. Соответственно, построив эту окружность
и найдя точки ее пересечения с прямой АВ, мы восстановим

треугольник.
14. Первое решение. Проведем через точку В прямую,

параллельную АС, до пересечения с биссектрисой угла С в точке

N (рис.178). Так как ZBNC = ZACN = ZBCN , то треугольник
BCN равнобедренный и ВМ -

его медиана. Следовательно,

с Jc Jc 1
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Второе решение. Так как SAMC -—AC- CM sin и

СМ = ВС cos
ZC

с
Х
аг

—, то SAMC =-AC .

z 4

15. Пусть С -

данная точка, Л, В -

точки на окружности

(рис.179). Если касательная к окружности в точке А не

параллельна СВ> то, переместив точку

А у можно увеличить расстояние

Рис 178 Рис 179

от нее до ВС, а значит, и площадь треугольника. Аналогично,
касательная в точке В параллельна СА. Следовательно, прямые
АС и ВС симметричны относительно серединного

перпендикуляра к ЛБ, т.е. АС = ВС.

Отметим, что проведенное рассуждение не зависит от того,

лежит ли данная точка внутри или вне окружности.
16. Пусть С3

-

точка пересечения прямых ОСХ и А2ВХ
(рис.180). Применив сначала к треугольнику ОА2ВХ и точке Сх
теорему Чевы, а затем к этому же треугольнику и прямой АХВ2

В

теорему Менелая, получаем, что С2А2/С2ВХ = С3А2/С3ВХ =

= ОА2ОВХ. Следовательно, ОС2
-

внешняя биссектриса угла

А2ОВХ и ОС2 1 ОСХ.
17. Пусть прямая XY проходит через центр О описанной

окружности. Зафиксируем точку У и будем двигать точку X по
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прямой. При этом перпендикуляры из Ах, Вх, Сх на стороны

А2В2С2 перемещаются равномерно и параллельно себе и,

значит, точки их пересечения движутся по прямым. Когда точка X

совпадает с О или У, три перпендикуляра пересекаются в одной

точке, следовательно, это выполняется для любого положения

точки X.

Из предыдущего рассуждения следует, что для

фиксированной точки У множество точек X, для которых перпендикуляры

пересекаются в одной точке, это либо прямая OY, либо вся

плоскость. Предположим, что имеет место второй случай, и

возьмем в качестве X точку С. Тогда точки Ах, Вх совпадают с

С, а Сх с основанием высоты треугольника АВС, проведенной из

С. Так как три перпендикуляра пересекаются в одной точке,

А2В2 || АВ , т.е. У лежит на прямой ОС. Взяв теперь в качестве

X другую вершину треугольника, получим, что У совпадает с О.

18. Полоса, края которой не входят в ГМ, параллельны
данным прямым и находятся посредине между средней прямой
и крайними.

Если произвольный треугольник с вершинами на данных

прямых перенести параллельно этим прямым, центр его

вписанной окружности подвергнется такому же переносу.
Следовательно, искомое ГМТ является полосой с краями, параллельным

исходным прямым.

Пусть а у с
-

крайние из исходных прямых, Ь -

средняя, и на

них соответственно находятся вершины треугольника А, С, В.

Проведем диаметр вписанной

окружности, перпендикулярный этим

прямым, и рассмотрим его конец,

ближайший к прямой а (рис.181).
Он лежит ближе к а> чем точка

касания вписанной окружности со

стороной АВ, и, значит, ближе к а>

чем прямая Ь. Так как другой конец

диаметра находится ближе к а, чем

прямая с, то середина диаметра

лежит ближе к а, чем прямая, средняя

между Ь и с. Поменяв в

рассуждении местами а и с, получаем, что

центр вписанной окружности /

располагается в полосе, указанной в

ответе.

Возьмем теперь произвольный треугольник ABC с

вершинами на соответствующих прямых. Переместим вершину В так,
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чтобы сторона АВ стала перпендикулярна исходным прямым.

Теперь устремим точку С в бесконечность. Углы при вершинах
А и В стремятся к прямым, а точка пересечения их биссектрис,
т.е. /, стремится к вершине равнобедренного прямоугольного

треугольника с гипотенузой АВ. Значит, / неограниченно
приближается к прямой посредине между аи Ь. Аналогично, начав

с того же треугольника, можно устремить / к прямой посредине

между Ь и с. Следовательно, возможные положения / заполняют

всю полосу, указанную в ответе.

19. Наименьшее значение равно 3, наибольшее равно п
- 1,

если я четно, и я, если я нечетно.

Так как отрезки ^Р{ делят площадь многоугольника

пополам, любые два из них пересекаются. Пусть точка Р( лежит на

стороне AjAj+i. Тогда точки Р; и P;+i лежат по разные стороны

от Л,, т.е. всегда найдутся три точки, лежащие на разных

сторонах. С другой стороны, если две вершины многоугольника
являются вершинами правильного треугольника, а все

остальные расположены вблизи его третьей вершины, то все точки Р{
лежат на трех сторонах многоугольника.

Очевидно, для правильного я-угольника при нечетном я все

Р( лежат на разных сторонах. Пусть п = 2т. Так как отрезки

ДЛ и ^2тпАтп пересекаются, точки Рт и Р2т лежат по одну

сторону от диагонали АтА2т. По другую сторону от этой

диагонали лежат т сторон многоугольника, и точка Р{ может

попасть на эти стороны, только если соответствующая вершина

Ai лежит между Рт и Р2т . Но таких вершин не больше, чем

т
- 1, значит, существует сторона, на которой нет точек Р(.
Рассмотрим теперь я-угольник, вершины Л1,...,ЛП_2

которого являются вершинами правильного (я - 1)-угольника, а

вершины \_х, Ап расположены вблизи оставшейся вершины
этого (я - 1)-угольника. Точки Р( расположены на всех сторонах

построенного многоугольника,
кроме ViA •

20. Так как CAJCA = СВ^/СВ =

= cosZC, треугольники ABC и

Аф\С подобны. Значит, поскольку
ZACO = АВССХ = 90° - ZB ,

прямая СО содержит высоту
треугольника АХВ\С , т.е. точки С> О, С2
лежат на одной прямой (рис.182).
Кроме того, из подобия
треугольников ABC и ДДС вытекает, что

СС2/ССХ = 2 cos ZC . С другой сто- Рис 182
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роны, известно, что СИ = 2СОcosZC . Следовательно,
СО - СС2 = СИ • ССХ, что равносильно утверждению задачи.

21. Аффинным преобразованием переведем параллелограмм
в квадрат и рассмотрим систему координат, оси которой
совпадают с диагоналями квадрата. Будем считать, что стороны

четырехугольника пересекают оси координат в точках (±1; 0),
(0; ±1), а точки Р, Q имеют координаты (р; 0) и (0; q)
соответственно. Тогда стороны четырехугольника лежат на прямых с

уравнениями
— ± у = 1 , ±х + — = 1; вершины имеют координа-

Р Я

(р(д-\).д(р-\У
I pq-\

'

pq-\

pq-\ pq-\ у \pq + \ pq +

и нетрудно видеть, что прямая, соединяющая середины

диагоналей, проходит через начало координат.

22. Если радиусы описанной и вписанной окружностей
четырехугольника равны Лиг, а расстояние между их центрами О

и / равно d> то
— =

j + 2 • Значит, по данным R,

г мы можем определить d и построить эти окружности.

Диагонали всех четырехугольников с данными описанной и вписанной

окружностями пересекаются в одной и той же точке L, лежащей

на прямой О/, а их середины лежат на окружности с диаметром
OL. Кроме того, отрезок, соединяющий середины диагоналей,
проходит через точку /, а его длина равна OL sin ф, где ф

-

данный угол. Построив проходящую через / хорду такой длины,
найдем середины диагоналей, а затем и вершины

четырехугольника.

23. Да. Применим к правильному 2я-угольнику Ах...А2п
растяжение относительно диагонали АпА2п с коэффициентом

к > 1 (рис.183). Теперь перегнем

полученный многоугольник по

прямой \А2п , так чтобы его вершины

Вх,..., Вп_х, Вп+Х,..., В2п_х
проецировались в вершины исходного

правильного многоугольника. Тогда все

прямые B&n-i будут параллельны
и многогранник, ограниченный

треугольниками Вп_хВпВп+х, В2п_хВпВх,



Рис 184

трапециями ДД+^п-,-!^^! и двумя половинами 2я-угольни-
ка, будет искомым.

24. Пусть ABCD
-

основание пирамиды, Р -

точка касания

основания с вписанной сферой, Р/- точка касания основания с

вневписанной сферой, касающейся основания и продолжения

боковых граней. Тогда расстояния от Р до сторон основания

относятся как котангенсы половин двугранных углов при

соответствующих ребрах, а расстояния от Р' -

как их тангенсы.

Отсюда следует, что прямые, соединяющие каждую вершину
основания с Р и Р', симметричны
относительно биссектрисы
соответствующего угла основания.

Пусть теперь К, L, М, N
-

точки,

симметричные Р относительно АВ,
ВС, CD, DA. Так как, например, ВК

= ВР = BL, серединный
перпендикуляр к KL совпадает с биссектрисой
угла KBL, т.е. прямой ВР7 (рис.
184). Значит, р7 -

центр

окружности, проходящей через точки K,L,M,
N. Применив гомотетию с центром Р

и коэффициентом 1/2, получаем, что середина отрезка РР* -

центр окружности, проходящей через проекции Р на ребра
основания.

Финальный тур

8 класс

1. Первое решение. Из условия следует, что

ZBMC = ZACD = ZCDA = ZBCM (первое и третье равенство

следуют из параллельности прямых ВМ и АС, ВС и AD; второе
из равенства АС = AD). Значит, ВМ = ВС = АВ, и

ZBAM = ZBMA = ZMAC (рис.185).
Второе решение. На продолжении стороны АВ (за точку В)

отметим точку Р, а на продолжении

диагонали ЛС (за точку С) -

точку
К. Тогда ZMCK = ZACD =

= ZADC = ZBCM , т.е. СМ
-

биссектриса угла ВСК. Так как АС -

биссектриса угла BAD и ВМ \\ АС ,

то ВМ - биссектриса угла РВС.

Таким образом, М -

точка

пересечения биссектрис двух внешних уг- Рис 185
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лов треугольника ABC, следовательно, AM
- биссектриса угла

ВАС.
2. Пусть части, прилегающие к вершинам Л, В, С вписанного

четырехугольника ABCD,
-

вписанные четырехугольники. Так

как углы А и С четырехугольника противолежат равным углам
в точке разреза L, то они равны, а значит, ZA = ZC = 90°.

Поэтому прямые, разрезающие четырехугольник,

перпендикулярны. Но тогда угол В тоже прямой, т.е. ABCD -

прямоугольник, а четвертая часть тоже является вписанным

четырехугольником. Кроме того, углы, опирающиеся на хорды AL, BL, CL,

равны, а так как радиусы этих окружностей тоже равны, то

равны и сами хорды. Следовательно, L -

центр прямоугольника,
и четвертая окружность имеет тот же радиус.

3. Пусть СНС
-

третья высота треугольника. Тогда

ZHaHcB = ZHbHcA = ZC , так как четырехугольники СВНСНЬ
и САНсНа вписаны в окружности с

диаметрами ВС и АС.

Следовательно, точка, симметричная На
относительно АВ, лежит на прямой
НЬНС. Аналогично, на этой же

прямой лежит точка, симметричная На
относительно АС. Соответственно,
точки Ру Q лежат на средней линии

треугольника НаНьНс (рис.186).
4. Первое решение. Пусть К

-

середина дуги ABC описанной

окружности треугольника ABC, О -

центр этой окружности; AL и ВМ -

биссектриса и медиана. Пусть также

N
-

точка пересечения AL и СК% а АН -

высота треугольника

АКС (рис. 187). Так как ZA < ZC , то В лежит внутри дуги КС,

значит, N лежит на отрезке AL, и

AL > AN > АН. Но АН > КМ, так

как это высоты меньшего и большего

углов треугольника АКС.

Следовательно, КМ = МО + ОК = МО +

+ OB > MB, т.е. биссектриса угла А

длиннее медианы из В.

Второе решение. Так как АВ >

>ВС, то ZMBC> 30°. Проведем
из вершины А высоту АН, а из

точки М перпендикуляр МК к стороне
Рис 187 ВС. Тогда AL > АН = 2МК > ВМ,

Рис 186
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так как

sin ZBMK =

мк

ВМ

Третье решение (К.Иванов). Построим правильный

треугольник ABC . Из условия задачи следует, что луч ВС лежит

внутри углаABC, следовательно,

биссектриса угла А длиннее высоты

правильного треугольника. С другой
стороны, пусть М, N

-

середины АС

и АС соответственно. Так как луч

АС лежит внутри угла CAB, то

ZBMN > ZBMA . Но ZBMA > 90°
,

поскольку АВ > ВС. Значит, BN >

> ВМ, т.е. биссектриса угла А

длиннее медианы из В.

5. Пусть / -

центр вписанной

окружности треугольника ABC. Тогда четырехугольник BMIK
- вписанный, так как ZBMI = ZBKI = 90° (рис.188). Значит,

ZMKB = ZMIB = ZIBC + ZICB =

ZB + ZC
= 90° - -

2 2
'

6. Да, см. рисунок 189.

7. Пусть О' -

центр описанной окружности треугольника
ABC. Тогда прямые О'О и O'W

перпендикулярны сторонам АС и

Рис 188

Рис 189
Рис 190

ВС, т.е. направления этих сторон известны. Кроме того,

ZCOL = 2ZCAL = 2ZLCW и, значит, ZOCW = 90° (рис.190).
Следовательно, С -

точка пересечения окружности s и

окружности с диаметром OW.

8. Будем считать, что АВ > АС и, значит, точки В, N, М, С

располагаются на прямой именно в таком порядке. Заметим, что

верна
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Лемма. Пусть К
-

середина ВС, al uj
-

центры вписанной

и вневписанной окружностей. Тогда AN \\ IK и AM \\ JK.

Для доказательства, например, первого утверждения леммы

достаточно заметить, что точка вписанной окружности,

диаметрально противоположная М, лежит на прямой AN, а К является

также серединой MN.

Пользуясь леммой, получаем, что условие задачи равносиль-

но равенству ZIKJ = 180° ——
. Покажем, что при ВС

= 2MN

это выполнено.

Действительно, в этом случае М и ЛГ будут
серединами отрезков КС и

KB; соответственно, IM и NJ

являются серединными

перпендикулярами к этим отрез- g
кам. Значит, треугольники

IKC и JKB равнобедренные (рис.191), и ZJKB = 90°-—,
ZC

/ЛКС = ——

t что и требовалось.

Рассмотрим теперь окружность BICJ. При фиксированном
угле А отрезок // является ее диаметром, а дуга ВС соответствует

углу 90° + Z А/2 . Когда хорда ВС вращается внутри
окружности, ее середина К описывает концентрическую окружность
меньшего радиуса. С другой стороны, геометрическое место

точек К таких, что ZIKJ = 180° - ZA/2 , состоит из двух дуг с

концами / и /. Эти два ГМТ пересекаются в четырех точках,

расположенных симметрично относительно отрезка // и

серединного перпендикуляра к нему. Четыре четырехугольника
BICJ, соответствующие этим точкам, равны, т.е. условие
ZIKJ = 180° - ZA/2 определяет четырехугольник однозначно.

Следовательно, оно равносильно равенству ВС
= 2MN.

9 класс

1. Первое решение. Пусть а, Ъ -

длины двух

сторон треугольника, х, у
-

длины отрезков, на которые высота

делит третью сторону (если основание высоты лежит вне

стороны, длину одного из отрезков считаем отрицательной). Тогда по

теореме Пифагора х2-у2=а2-Ь2. С другой стороны, точка

касания вписанной окружности делит сторону на отрезки р
-

а

и р
- Ь. Поэтому условие задачи равносильно равенству

х -

у = 2(а - Ь). Разделив первое равенство на второе, получим,

что длина третьей стороны х + у = [а + Ь)/2 = 2р/3.
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Второе решение. Пусть с
-

искомая сторона, тогда г/гс =

= (р - с)/р . Пусть К и Р
-

точки

касания со стороной вписанной и

вневписанной окружностей
соответственно, / и Q -

центры этих

окружностей. Воспользуемся тем, что

середина высоты СН лежит на

прямой IP. Тогда из подобия двух пар
треугольников получим, что г =

= /г/3, rc = h (рис.192). Подставим
в первое равенство и получим

требуемое.
2. Пусть углы четырехугольника

удовлетворяют указанному

неравенству. Тогда sin ZCAB>

> sin ZCDB , и значит, Rb < Rc.
Поскольку угол CDB тупой, отсюда следует, что точка А лежит

вне окружности CDBt т.е. ZCAD < ZCBD . Так как оба эти угла

острые, то sin ZCAD < sin ZCBD , и значит, Rc < Rd . Кроме
того, поскольку ZACB + ZCBD = ZCAD + ZADB < 90° , то

ZACB < ZADB < 90° , т.е. Ra < Rb .

Обратно, из неравенства Rb < Rc следует, что величина угла
CAB лежит между ZCDB и 180°-ZCDB. Тогда, если угол

CDB острый, то ZABD<ZACDf а так как Ra<Rd, то

ZABD > 180° - ZACD. Но тогда, повторяя приведенное выше

рассуждение, получаем, что Rb < Ra < Rd < Rc.
3. Обозначим точки касания вписанной в четырехугольник

ABCD окружности со сторонами АВ и ВС через U и V. Имеем

равенство двойных отношений:

ZBEC л ZBEC

Рис 192

ЕК EU

!1:§
Ctg

= (FB\LV).

Отсюда следует, что

прямые KL, EF, UV

пересекаются в одной точке.

Аналогично доказывается,
что ЛС, EF, UV
пересекаются в одной точке (рис.
193).

4. Прежде всего

отметим, что АХАА || А2А3 ,

Рис 193



А2АХ0 || Л14Л15 , Л13Л14 || АА\ . Поэтому надо доказать, что

данные треугольники центрально симметричны.

Пусть А, В, С, D, E, F -

середины хорд АХА2, А3А4 , Л4А13 ,

А6Аи , Л10Л14, АХ5А2 соответственно. Прямые ВС, DE, FA как

средние линии трех треугольников параллельны прямым

А3АХ || AqAx0 || АХАХЪ . Прямые AD, BE, CF как оси симметрии

трех равнобедренных трапеций
пересекаются в центре семнадцатиу-
гольника. По двойственной теореме
Паппа прямые АВ, CD, EF

пересекаются в некоторой точке Р

(рис.194). Но эти прямые являются

средними линиями трех полос,
образованных парами параллельных

сторон данных треугольников.

Следовательно, эти треугольники

симметричны относительно Р.
Рис 194 5. я = 4 или п - 5. Очевидно, что

п > 3. Рассмотрим произвольный четырехугольник с вершинами
в данных точках. Если центр окружности лежит внутри

четырехугольника и не на его диагонали (назовем такой
четырехугольник хорошим), то из четырех треугольников, образованных
вершинами четырехугольника, остроугольных ровно два. Во

всех остальных случаях остроугольных треугольников меньше

двух. Следовательно, условие задачи выполняется только тогда,

когда все четырехугольники, образованные данными точками,

хорошие. Очевидно, что при п = 4 и п = 5 это возможно

(например, можно взять вершины правильного пятиугольника).
Пусть п > 5. Рассмотрим какую-нибудь из данных точек А и

проведем через нее диаметр АА'. Если точка Л' отмечена, то

четырехугольник, образованный А, А' и любыми двумя из

остальных точек, не будет хорошим. В противном случае
найдутся три отмеченные точки, лежащие по одну сторону от АА'.

Четырехугольник, образованный этими точками и точкой А, не

является хорошим.
6. Пусть С -

точка, симметричная С относительно BN.

Тогда АС = АВ - ВС , и по условию AMJAC = АС'/АС .

Значит, треугольники АС'М и АСС подобны, и /ЛСМ -

= АССА = 90° - ZBNC . Кроме того, применяя формулу для

медианы, получаем, что ВМ2 = АВ• ВС
, т.е.

ВСIBM = ВМ/ВА . Поэтому треугольники ВС'М и ВМА

также подобны, и Z.BMC = ZBAM . Следовательно,
ZBMC = 180° -ZBMC-ZCMA = ZMC'A, откуда и полу-
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чаем требуемое равенство (рис.
195).

7. Пусть О, г
-

центр и радиус

некоторой окружности, касающейся

данных; г{, г2
-

радиусы данных

окружностей. Тогда либо

ООх=ц-г , OQ, = г2 + г , либо

ООХ =rx+r , OO2 =r2-r , ив

обоих случаях OOt + ОО2 = П + Г2 • Следовательно, среди всех

точек, удовлетворяющих этому условию, надо найти наиболее

удаленную от прямой О\О2 . Известно, что из всех

треугольников с данными основанием и высотой наименьший периметр
имеет равнобедренный. Следовательно, наибольшую высоту

среди всех треугольников с данными одной стороной и суммой
двух других также имеет равнобедренный. Отсюда получаем,
что центр искомой окружности лежит на равных расстояниях

(ri + гг)/2 от точек Ot и Ог, а ее радиус равен \г{ - г2\/2 .

8. Да.

Первое решение. Пусть АС П BD = Р , а окружности,
вписанные в криволинейные треугольники АВР, ВСР, CDPy DAP,
касаются описанной окружности ABCD в точках К, L, М, N.

Рассмотрим сегмент ABC. Когда точка X движется по дуге
ABC от Л к С, радиус окружности, вписанной в сегмент и

касающейся дуги в точке X, возрастает, пока X не достигнет

середины дуги, и убывает после этого. Следовательно, равным
радиусам соответствуют симметричные относительно середины

дуги положения X.

Таким образом, АК = LC . Аналогично, AN = МС . Значит,

NK = LM , и KL = MN . Тогда NL = NK+ KL = 180° , т.е. NL

-

диаметр окружности. Аналогично, КМ тоже является

диаметром.

Симметрия относительно центра описанной окружности О

переводит пару окружностей, касающихся ее в точках М и N, в

пару окружностей, касающихся в точках К и L. Следовательно,

общая внешняя касательная первой пары АС перейдет в СА.

Поэтому АС и, аналогично, BD
-

диаметры окружности, т.е.

ABCD -

прямоугольник. Его диагонали делят описанную

окружность на четыре сектора, и радиусы окружностей,
вписанных в эти секторы, равны. Значит, равны и сами секторы, т.е.

ABCD -

квадрат.

Второе решение. Воспользуемся теоремой Тебо: пусть на

стороне АС треугольника ABC взята точка М. Две окружно-
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emu касаются луча MB, прямой АС и (изнутри) описанной

окружности треугольника ABC. Тогда прямая, соединяющая
центры этих окружностей, проходит через центр вписанной

окружности треугольника ABC.

Доказательство теоремы Тебо можно прочитать в статье

В.Ю.Протасова в «Кванте» № 4 за 2008 г.

Применяя теорему Тебо к треугольникам ABC, BCD, CDA,
DAB и точке пересечения диагоналей, получаем, что радиусы
вписанных окружностей всех четырех треугольников равны.
Вычислив площадь каждого из этих треугольников как

произведение полупериметра на радиус вписанной окружности и

приравняв суммы площадей двух пар треугольников, получим,
что АС = BD, т.е. ABCD - равнобедренная трапеция.

Предположим, что AD, ВС -

ее основания и AD > ВС. Тогда

SabdISabc = AD/ВС > (AD + BD + АВ)/(ВС + АВ + АС), и

радиусы вписанных окружностей этих треугольников не могут
быть равными. Следовательно, ABCD

-

прямоугольник.
Аналогично предыдущему решению получаем, что ABCD -

квадрат.

10 класс

1. Применив неравенство о средних, получаем,
что левая часть не меньше, чем

Поскольку R > 2г , отсюда следует искомое неравенство.

2. Предположим, что прямые AD и ВС пересекаются в точке

М. Пусть X, У -

точки пересечения этих прямых с прямой KL.
Тогда двойные отношения (AD; MX) и (ВС\ MY) равны

единице. Следовательно, оба отношения AX/XD и BY/YC либо
больше, либо меньше 1, и отрезок XY не пересекается с

отрезком, соединяющим середины сторон AD и ВС, на котором лежит

центр тяжести четырехугольника. Поэтому условие задачи

выполняется только при AD || ВС .

3. Пусть А', ff, С
-

центры вневписанных окружностей
треугольника ABC. Тогда / -

ортоцентр треугольника A'ffC,
Ау В> С -

основания его высот и, значит, описанная окружность
ABC является окружностью Эйлера треугольника А'В?С.

Следовательно, радиус описанной окружности A'BfC равен 2R, а ее

центром является точка О', симметричная / относительно О.

Кроме того, точки Л, Б, А', Bf , лежат на одной окружности.
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Прямая АВ является общей хордой
этой окружности и окружностиABC,
а внешняя биссектриса угла С -

общей хордой этой окружности и

окружности A'ffC • Поэтому точка

Р является радикальным центром

трех окружностей, а прямая PQ -

радикальной осью окружностейABC
и А'ВГС (рис.196). Следовательно,

OQ2 -R2 = (OQ + Oaf-AR2.
Поскольку ОО' = О/ = \lR2 - 2Rr как рис

расстояние между центрами

описанной и вписанной окружностей, получаем, что OQ =

= R(R + r)/>jR2-2Rr .

4. Первое решение. Когда прямые da , db, dc вращаются

вокруг вершин треугольника, симметричные прямые вращаются
с той же скоростью вокруг точек, симметричных вершинам
относительно противоположных сторон. Поэтому, во-первых,

углы треугольника XYZ не зависят от выбора прямых da , db ,

dc, так что все эти треугольники подобны, во-вторых, точки X,
У, Z движутся с одинаковыми угловыми скоростями по трем

окружностям. Значит, центр вписанной окружности тоже

движется по некоторой окружности, и достаточно найти три ее

точки.

Возьмем прямые da , db совпадающими с прямой АВ. Пусть
А', ff -

точки, симметричные Л, В относительно

противоположных сторон треугольника. Тогда Z -

точка пересечения

прямых АВ* и вк, а У и X -

точки пересечения этих прямых

с прямой, параллельной АВ и лежащей вдвое дальше от точки С.

Заметим, что С и центр О описанной окружности треугольника
ABC равноудалены от прямых Aff и ВА!, т.е. биссектриса угла
XZY совпадает с прямой СО. Кроме того, нетрудно видеть, что

биссектрисы углов ZXY и ZYX перпендикулярны АС и ВС

соответственно.

Рассмотрим проекции точки О и центра вписанной в

треугольник XYZ окружности на прямую АС. Точка О

проецируется в середину АС. Туда же проецируется точка пересечения

прямых АВ* и dc, поскольку углы, образованные этими
прямыми с ЛС, равны. Значит, X и центр вписанной окружности

проецируются в точку, симметричную середине ЛС относительно

Л (рис.197). Следовательно, расстояние от О до центра
вписанной окружности равно удвоенному радиусу описанной окружно-
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А'

В'I ста треугольникаABC. Взяв

прямые da, db, dc параллельными

другим сторонам ABC, получим
тот же результат.
Следовательно, искомое ГМТ

-

окружность,

концентричная описанной

окружности ABC, но вдвое большего

радиуса.

Второе решение. Рассуждая,
как в предыдущем решении,

получаем, что когда прямые d

вращаются с постоянной скоростью, прямые XY, YZ, ZX также

вращаются с постоянной скоростью. Следовательно, вершина X

треугольника XYZ описывает окружность с хордой ffC, a

биссектриса Z.YXZ вращается вокруг середины Wa дуги В'С

также с постоянной скоростью. Аналогично, биссектрисы углов
/У и ZZ вращаются вокруг середин Wb, Wc соответствующих

дуг АС и А'ВГ.
Таким образом, центр вписанной окружности /

одновременно движется по описанным окружностям треугольников IWaWb ,

IWbWc и IWcWa . Значит, эти окружности совпадают, и

искомым ГМТ будет описанная окружность треугольника

WaWbWc.
Покажем, что каждая из точек Wa,Wb, Wc лежит на

расстоянии 2R от О. Рассмотрим, например, точку Wa . Пусть ВНЬ,
СНС

-

высоты треугольника ABC, Oa
-

центр описанной

окружности треугольника АНЬНС, о' -

точка, симметричная О

относительно ВС, Ма
-

середина ВС. Треугольники ВСО\
НьНсОа и B*C'Wa подобны (они все равнобедренные с углом

при вершине 2ZC), вырожденные треугольники ВНЬВ^ и

СНССХ также подобны, следовательно, они подобны и

«треугольнику» O'OaWa , т.е. МаОа
-

средняя линия треугольника

O'OWa . Так как отрезок МаОа
-

диаметр окружности Эйлера,
то его длина равна R.

5. Очевидно, что L -

основание биссектрисы угла С, а прямые

LN, LK параллельны сторонам ВС, АС. Поэтому
/AOXL = 2ZACL = ZC = ZANL , т.е. точка Oj лежит на

описанной окружности треугольника ANL и является серединой дуги
ANL этой окружности. Следовательно,

Аналогично ZC^PL = —-—
. Значит, = я - ZC. Но
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Рис 198

угол ОХОС>2 также равен

я - ZC , потому что прямые

ООХ, ОО2 являются

серединными перпендикулярами
к АС и ВС (рис. 198).

6. Первое решение. Пусть

Сх
-

точка касания

вписанной окружности со стороной
АВ, С2

-

вторая точка

пересечения этой окружности с

прямой ССХ. Тогда G лежит на

отрезке ССХ. Кроме того,

существует центральная

проекция, переводящая вписанную

окружность в окружность, a G -

в ее центр. Треугольник ABC

при этой проекции перейдет в правильный, так что двойное
отношение (CG\ CXC2 ) для любого треугольника такое же, как

для правильного, т.е. равно 3. Следовательно, получаем цепочку
равносильных утверждений:

ZCGI = 90° ; G -

середина СХС2; ССХ = ЗСС2;

ССХ = 3GCX; GM \\ АВ .

7. Из условия задачи следует, что для любых i, j скалярное

произведение ( ОАг , ОЛ; ) является половиной целого числа.

Значит, для любых целых чисел тх,...,тп длина вектора

тхОАх +... + гПпОАп -

корень из натурального числа. Отметим

на плоскости точки, являющиеся концами всех таких векторов.

Пусть X
- ближайшая к О из отмеченных точек, У

- ближайшая

к О из отмеченных точек, не лежащих на прямой ОХ. Разобьем

плоскость на параллелограммы, образованные векторами х = ОХ

и у = OY . В силу выбора точек Х> Y все отмеченные точки будут
вершинами параллелограммов разбиения, следовательно,

векторы х , у
-

искомые.

8. Нет. Если правильный октаэдр вписан в правильный
додекаэдр, то описанная сфера у них одна и та же. Две
противоположные вершины октаэдра являются концами

диаметра этой сферы и, следовательно, противоположными вершинами

додекаэдра, а остальные вершины октаэдра равноудалены от

этих двух. Но у додекаэдра нет вершин, равноудаленных от двух

противоположных.
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